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•^'« h^^ ^JSe, ^^^^A, "^^^O ^o^^^* oder 
^äth). ^ Seil,,, ^^^ Ih^^ hi ^^ r^ ^* K-? -^^twick 




solches VerBtändnis der Gesch«ii 
iigt wird, wie es nur durch e:^^ 
V Mathematik der entschwund^ ti^ 
kann. Li dem vorliegenden Ba^^s- 
Mittelalter behandelt, habe icL^i* 
nten Scbriftetellern nur mit Eil«z-»~ 
unter ausdrücklichem Hinweise ^ 
e Stellen anführe und erkläre, 
ras zu lernen Ist, suche ich ^ 
aft mit ihm zu vermitteln. Fe«:^ 
iBB hieran verständlich zu mactrS-- 
?en Seh riftist ellern mitzuteilen h 
erwarten kann, dass die Leser ^^^ 
Qen. Unter anderem habe ich Ei^j 
t zur Erklärung der logischen Fo: 
ichischen Mathematikern so stren 
3h habe mich dabei nicht nur ar 
, die diese Formen für die Griechen 
ich — in Zusätzen mit kleinere; 
Iche Bedeutung ihnen an und fü^;^^ 
offe dadurch namentlich den Leh- 
ben zu haben unter ihnen zu wählen 
nn zu beiden Dingen ist Veranlaß. 

ach mit dem hier aiiagesproclienen 
swegs beabsichtige dem historischen 
^se Ausdehnung zn geben, so muss 
1 zuverlässig sein wie möglich. Das 
irch Benutzung von Cantors Vor- 
:hichie der Mathemailk, eines Wer 
m Äufklärnngen, die sich herbei- 
in gewöhnlicher Vollständigkeit und 
Von diesen Eigenschaften habe ich 
ersucbungen Nutzen ziehen können, 
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**^^10 -* -*^ - ^^e><' ^^i>^ die m der 1 



^v> 

^t,^ 





doch 1^^ 




jj <>-fidern ^^^^ über die Modifikationen ber] 

^^^^ solche Gedanken unter meiner weiteren 

^^^liren li^ttea und über die Gründe hi 

j^eiu Ratioa, vielmehr mUBSte ich mich ^ 

^k:va^^^ *^1^ Gründe für" die Auffassungen 

\3^^^ clenen ich stehen geblieben Ti^a,r. An c 

^mrx Ox^t^ jedocti habe ich naieli einer solchei^ 

^^xv DisktigBion, bei der ich aucli Gelegenheit 

^^^T^clien, waa ich jedem einzelnen Schriftstelle 

^ » Tiieht entzogen, nämlich in meiner Arbeit 

-^*-:#*e t^on den ICGgehckniUen im Alterium (Kgh D^ 

^^^l;^eL\>emesSelska,beSkrifter, 6. Reekke, S, Bind ; deu 

^fc^^^ von R. V. Kecher-Benzon, Kopenhagen, . 

Gist & S0n, 1SS6). Allerdings wird hierin nu 

Geometrie des Altertums behandelt, aber 

ilhstverständlich so genau mit der elemen 

a^tik zusammen, daes leh auch wesentliche £ 

Auffassung von dieser begi-ünden musste, 

-tifiassung steht wieder in genauem Zusam 

it fast allem, was ferner in diesem Band 

ird. 

^Ib begnüge ich mich im wesenthchen c 

Stelle die Männer anzuführen, deren Art 

^^eacbichte der Mathematik Einünss verschiec 

^^ ^ine eigeDon Studien und dadurch auf die 

_,T,eit gebebt haben; ChaBles, Brettschnei 

^^^ntor P. ^^^^--ry^ Heiberg, Allma 

usgel^r Überse^^^ und Komn.entai 

^peiE^ Hultsch, Wertheim, Colebro 

^g^'^' *""" "'' ^^^^^- Vielem anderen, 

^^ fassendes Werk, i^^ ^_ - 
*;#^^^al3 noch nicht vor, "^^^ ^^^^^ neWa 
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^ t?0t imstande ist die angeführten Stellen in diesen 
;_j^ö»- l^s wird jedoch kaum ein Hindernis da- 
-- ^,3c»ein Bucli aucli ausserhalb Dänemarks zu be- 
' ^^»» rr^"^*^ ''^''*'*^ Verständnis für die Ent- 

^ ^er Mathematik überhaupt zu gewinnen, muss 
^i^ener Anschauung wenigstens das Werk kennen. 



.^icx 



^ dieser 



-j^^.*. 



-j «=»<3- 




ganzen Entwickelving die Hauptrolle 

^^^^.hl!r«^" K '*'"*' '^ Vielleicht in mir hervor- 
^ Belhn T''" ^«*orischen Buche, das 

,l,er Beziehung auf den Arbeiter, von Zeitgenossen 
ist. ausserhalb der Kreise ^ ^on Zeitgenossen 

^*- Verbreitung zu verschiff« ^^ ^"^^'^^ ^" 

i^ioli eine Frucht selbständiger ^^^««^ ..^«* <^^« 
^ _ von mehr mathematischer l^""^ .?TT 

Studiums der grossen Schrf^U^ir "T 

erwähnt werden Dieses ^+'' ^"^^ 
jclat mit solchen Thatsache^^^^"^""' ^^^ ^^^ 
oder jener Schriftstelle^ ^ - ®^''^^^'' ^''"^' 
-^-ö, "^''^ °^°^t damit, dass ^®®®^ ^'^^^ 3®'^®'^ 
„^p-^^eise beweist, sondern auch ^** ^^"^ ^"* *^^®®® 
gtialb Satz und Beweis r, "^^^s^cht habe zu 
^x-&-Ae, in dieser oder jene^*^^ «^^maligen Ver- 
_^ mir selbst so viel Zeit u^ ,^®sta,lt auftreten 
^^U es für nützlich halten d« *^^^^<i«^ken ge- 
solche darzustellen, di*. . ' "^ie gewonnene 

.^^aerliche Zeit ^nd Arbeit""*''*^* ^»^ der Lage 
.^.^enden^ «^t «.^^ ^.^ ^^^^^^^ 

^fgabe, die ich raix ^^ + 

-^ Geschichte de. 2^'^^^ ^^^^J^.'"''^- 

X^eipzig 1874 J^^^^^ilc T**'«! m sei- 

^^^^ Geschmack an I?? ^i^s^^' ^« "^^e 

"■ solchen Sti-T^ geistreiche 
^*^en t^error- 




^0 *^ t,eil%ie* ^^:; icb, der icl^. auf lae^- 
P^^ i-^^ -t*>^^ 1V>, ^^ tttssen tonnen, in xx^^ 

e^erP^^^tX^^^^^V^^^ttS» il^oB 1^«^^^-^^ habe ha." 
0iJ *^ die t>^^^j>^^,>» .^e*l*^\uSS«i^^ °^ habe ich 
::2^^?c^^*"/-V-<-* \^£r.eO «^« l»^ der danis, 



•«»e». wie**' 1>^ v»* ^vxe** 
^;"). »»* V» ^V«*"^«*^ ^ei»» ^««de a«öb.r 

MlW« »I ***^/»^ ^ i"" Üb«»"»>ng von F» 



EINLEITUNG. 



1. Vorgeschichte der Mathemat 

Bei einer historischen Vorlesung erhebt '■ 
die Frage, wo man zu beginnen habe. Mar. 
anfangen, von wo an znverlgLssige positive A i 
liegen, die unmittelbar ein zxiverlässiges posit • 
gewähren, und es ist dann Aufgabe des Histoi i 
den richtigen Zusammenfciang herzns teilen ; ode 
mit der Vorgeschichte a,nfangen, und diese :i 
zuleiten durch Kombinieren. einer Menge äi 
schiedener Nachrichten \xn<i Thiatsaclien, die, 
nommen, nicht als historisolie Quellen betrac 
können. Unter diesen kioxnmen clie Traditionen 
über Sitten und Begebentieiten in noch älteren 
sich in den ältesten wirkliotien "Überlieferungei 
wirklicher Geschichte am nächsten. Die ErkUi 
Sagen muss sich stützen anf solche aufgefund 
stände, die in jenen alten Zeiten hervorgebrac 
braucht worden sind. Die Beaentung solchei 
ins Licht zu setzen durch ihr gegenseitiges Ve 
Bezug auf Zeit und Ort. Umgekehrt tragen 

dazu bei die Verbindungcr^ l^lar zu legen, a 
den Fundstellen bestanaen hahen, W die ze 
einanderfolge der Geschlechter zx^ bestimmen, 



Einleitung : 





as sich in dieson ^v^erschiedenen Be- 
-lafbewahrte äussei-e Zwinge sagen lässt, 
U- diejenigen Worto der Sprache, deren 
^V^o^^ö^men in versohiedenen bekannten 
^3,,^n Sprachen hervorgeht;. Diese zeugen 
-^^ohaft mit entspreohencien Begriffen. 
-cadlnng des auf solche AV^eise gewonnenen 
-v^ieder zu anderen Hxilf squellen seine Zu- 
a eich eine Meinung darüher zu bilden, wie 
x-vorgebracht und gehraiiobt, wie ein Be- 
nd mit anderen in Vorbindung gesetzt 
xxian zuerst wissen, wie derartiges über- 
l^ann und wie es nait den Hxilfsmitteln und 

-T'IÄ l.'""'' "-^^ ^-«^als übHch an- 
-*' geschehen können c:>-Fi- -:«-<- i. • • 

<aer gewohnt ist "^f "^^'^.^^l^^'^enschen 

i^keiten.ubedieneTT^ ^"^^^^^^^ °<i- 

INTuteen sie ihm gewäh ^ ^^^^^' "^"^* '^ 

-»ixid welche schwieris: d ''^^^ *^^®'' '^^^^^^ 

Um darüber etwas "^^^^ andere ersetzt 

*^«vlesen teils unsere -^^ «^fahren, sind 

•uncivüisierte Völkersch^^^^ Kinder zu 

sszKi, die eine andere Cü^i-^**^^ '^^^^ ^"<=^ 

dasjenige, was durch ^^f ^*'**=*^ haben als 

^iis helfen die Entwickl ^Vorgeschichte 

J^indern und die Sitt«:. ^^ ^^^ Erkennt- 

^ Völckerschaften versteh ^"^^ Gebräuche 

,lso, dass sowohl Hist^ -T** ^^ lernen. 

-wohl NaturforsoW ""^-- ^«<i Archä- 

ra«ch bestimmen H» ^^Iter und ^i, 

^<en und Erken^'t ^^ ^o^ofai ^ .^ '^'""^ 

^^» Wie s^^^o\^ 



^ie auch 



1. Vorgeschichte der Mathe, 

Etlinogra,p»l:ien ihren Beitrag zu einen 

geschictitie lief©i-n müssen. Beziehe g^-^^ 

stimm tes ir>a,oli, so muss der betreffend 



-v^.=. -.- —- - — , — -v-uenae 

hinzutreten, mm die iTtnere Verbindung 

eammengebrachten Tliatsachen ierzust, 

genannten jr-orsoher aber w-erdejj aus de 

Studien .A.usb>eute für ihr eigeaes Fach f 

Auch die J^Tathematii: hat ihre Vo 

diese gehört keineswegs zu den am wenig 

vollen. Bei der Beectträrtkung auf einen 

und selbständige auftretendem Stoff kann i 

massig sichren nnd JcJaren Ergebnissen fü 

dabei über die Art und Weise erfährt, wie 

Schäften Grössen diir<^h Zahlen und räumli 

behandelten, das liefert uns einen wese« 

zum Verständnisse ihres Vormagens, sich . 

thänig zu machen, und naacht es uns d 

die übrigen Zeugnisse üb.r ihr Lehen u, 

ve^erten. üurch ICJarsteJlun^ der Grün, 

«^i^l^r»lit &r>B,teT eine besser 

nancxJ^^i^ö p>^j^tras zur scharfei 

einen ««1^^*-«"«^«^"^^^ GrundJage für d 
der erkenntnistheoretasohen^^^^^^^^^^^ 

wichtigsten Begriffe J^f^^ ^^^ Mathematik 
ün. die Vorgesohaehte ^d ^^^^^^^^^^^^^^^ 

ziehen, muss man hex Benennungen 

suchen ül>er das Alter ^^^ ,^ verschieden 
fachsten Zahlen und ^^'^^^^jjjen z" benenne 
angewandten Mittel, "*" ^usainmengesetz 

Zehnem, Zwanzigern u- ^- ' ^^^ gje für Eir 
auf irgend eine andei-e ^^^\f^reyBtem, Sechz, 
M-aassen oder Münzen C'^^ Man rouss auf 

u. s. w.) benutzt sein kooO*^^' ^^^^ ^.^ Bezeich 
oder in «1*^° Schi-iftdenlcröälerr» , 
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Einleitung: 

iie Zahlen suchen, die in früheren Zeiten meist in 
Marke oder einem Zeichen für jeden Einer bestehen, 
arauf die mehr entwickelten Zeichen für zusamnien- 
e Zahlen, die z. B. durch Wiederholung eines Zeichens 
le decimale Einheit, wie bei den Römern, gebildet 
önnen. Man muss die Spuren der Anwendung 
Zeichen oder auch mechanischer Hülfsmittel zur 
•ung einfacher Rechnungen aufsuchen. Möglicher- 
ann man dann auch in der Bilderschrift alter 
)perationszeichen finden, wie wenn in ägyptischen 
landschriften ein Vogelfuss durch die Seite, nach 
ch wendet, auf sehr deutliche Weise angiebt, ob 
1 «zu» oder «ab» zu zählen ist, also eine ähn- 
le spielt wie unsere Zeichen + ^nd — . 
nun die räumliche Anschauung betrifft, so ist 
Abbildung, auf welche man trifft, ein Zeugnis 
Vorstellung von Figuren, von denen die eine im 
das ist, was die anderen im Grösseren, also 
len Figuren. Das Zeugnis ist um so beweisender, 
rspektive damals nicht bekannt sein konnte, 
ler also, wenn auch oft nur mit wenig Glück, 
he Ähnlichkeit anstrebte. Dieses Streben muss 
esen sein, wenn die Abbildung dieselbe Anzahl 
Ionen hat wie der darzustellende Gegenstand, 
10 entweder eine Skulptur ist, oder wenn ein 
Jmrisse in der Ebene dargestellter Gegenstand 
ist oder als eben betrachtet werden kann. 
It dies, wenn die Darstellung sich als ein 
en lässt, als eine Karte oder als den Grundriss 
«, und um so mehr, wenn man sie als den 
ner geometrischen Figur betrachten kann. 
, dass es bei der ersten Benutzung solcher 
bei der Entwicklung des Menschengeschlechts 
nterricht unserer Kinder, gleichgültig bleibt, 
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Wird, so wii-ci hi«r. ^«"^^ ^"Oi- eine klare Defi 
ähnlichen JF^igr"^«" gegeben ^,erden kann, eint 
Anwe^aun^ von solcjei. ^emaeAt 

Eine altä^J^P»*^^*''^^. ^^«^iammer, deren J i 
unvollendet ist, zeigt wie diese Vorstellung soga 
Planmässigen Hervorbringung von Ähnlichkeit g. I 
In dieser siei»* znan nämlich, dass man, um 
nach einem neuen Maassstabe auf die Wand zu ü 
diese Wand «"d das Äid durch zwei Sysi 
Parallelen in 4^viadrate geteilt und darauf m 3 
drat der Wand das eingetragen hat, was sich 
entsprechenden Quadrat der Vorlage befinde^ 
gewandte Hülfsr^ittel besteht -^.^^^^^^^f , , 
Anwendung reci^twinkeii^er ^^^"^^'^^T^'^i^Eil 

Zahlen dur^ch die benutzte f^^^^^^^^^^^Uden - 
gedrückt sind; entsprechende Jru ^^^ ^^ ^^^^ 
bestimmt, deren beide Koordinaten, j 
gegebenen VerhäJtois stettea. hung aufgefunc 

Bei der weiteren ^"^*'**^*'^^^ss man besonc 1 
bildungen oder Dekorationen ^"jj.^r»Dtechaft mi 
solchen Figuren suchen, *^^^ „fctionen verrater 
einfachen geometrischen Kon6t.r ^^^^^j^en Auffae 
oder wenigstens von einer geoJ^ ^j^reohten oder J 
Figuren 'zeugen. Das Beatreben »^ ^^^ feindlichst« 
zu zeichnen findet man eiolier a« y^öikern hat rat 
pxmkten; bei mehr entwiofeel*«» ^^^t^ anfangs 
Linien gewiss mechaniecli fe«=»^^^ ^^^^ sie benutz^ 
durch ebenso einfache Mittel ^^^ Senkrechten ^ 
wir gerade Linien, Paralleler» <=* ^^ papier ®*^* 
spannte Schnüre, durch Falte» ^ ^ aürft« ^ohl 
ESne voUkommenere Konstr«l*^***^j^j^ier> «" ^®^ 
worden sein, wenn man ®^^*f^^s in ei»®"^ °®"® 
wähnten Übei-tragung eines ßi^*^^ 
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Einleitung: 

j angewandt hat. Verzierungen, die auf irgend eine 

je regelmässige Sechsecke benutzen, beweisen die Be- 

itschaft mit der einfachen Konstruktion dieser Figur, 

leren Herstellung kein von einem Mechaniker her- 

llter Zirkel notwendig ist. Dagegen wird man selbst 

iemlich hoch entwickelten Völkerschaften vergebens 

der Benutzung regelmässiger Fünf- oder Zehnecke 

a. Diese sind aber auch erst durch ein ziemlich 

iciertes Verfahren herzustellen; nicht einmal auf 

Iten ägyptischen Monumenten hat man derartige 

le gefunden. 

.ne keineswegs geringere Bedeutung als überlieferte 
ingen haben die erhaltenen Reste von Gebäuden, 
auf den frühesten Entwicklungsstufen wird man 
3treben finden, dem Grundriss der Gebäude eine 
ite Figur, wie Rechteck oder Kreis, zu geben, 
den vollkommeneren Bauten, wie den ägyptischen 
und Pyramiden, müssen die rechten Winkel 
:)nstruktion hergestellt sein. Hieran kann man um 
;er zweifeln, als die Gebäude genau nach den 
fegenden orientiert sind, so dass man auch ver- 
laben muss die höchste Stellung der Sonne durch 
■ion zu benutzen. Die Pyramidenbauten zeugen 
Bekanntschaft mit bestimmten geometrischen 
und eine umsichtige Konstruktion ist erforder- 
en, um zu erreichen, dass die Pyramiden wirk- 
e standen und gegenseitig dieselbe Gestalt er- 
fleichgewicht hervorzubringen in so gewaltigen 
e die ägyptischen Tempel es sind, so dass sie 
Gegenwart haben stehen können, und Obelisken 
:tiren und aufzurichten, hat auch eine recht 
mechanische Einsicht verlangt, 
be mich bestrebt hier klar zu legen, was man 
schichte der Mathematik zu verstehen habe, 



i. Vorgeschichte der Mat 

und oini^e von den MitteJn anzugebi 
kenn^xi loxrxion^ kann. Ich hoffe zt 
gesdoTi-fc^t zTi liaben, von weicher Bede 
sio zxi s-feTJ-dioron, at>er die Zeit erlaul 
diosori X^orlosxang-en genauer auf die 
einzngolariri. Xoh muse nicht nur di 

Ä^a-fchejnaat;ik xiber-g^eiien, sondern zum grr 
v^oir^v%r i s s ori s o h «.f tliche Mathematik 
Bt>oti6 ioh diojoni^e, cJie nur in der Zusam 
I^egelri bestellt, die eich aus Versuctf 
fällige E2x-f «.iii-ui^g"^^ iiaben ergeben kö i 
'^SLixxx z, ^B. zxxl-b c3ei- Sechsteilung des J 

-wiesen sein odefi- vielleicht auch in 's 

xxxgYijt exakte tJntejrsuchungen, die nun i 
hietoxdscli sind. Von der vorwissensch ( 
tik T\^ex-de IgI^ «"^ soviel mitteilen, , ^ 
eine Vorstellung gewinnen kann von ( 
keLTirttGn Mstteria,!, avis dem die wiesenac 
tik anf^efiilirfc ist. Als Einleitving i 
OeoxMetrie muss icli deshalb das anführe , 
wie wix- ar.r.elazx.ex. dürfen, ^o^<^l^ ^8} 
loni^rn ^eJex-nt lieben. I^as ^Zahlenrec 
ie'de iel. d^^-^en im wesentlichen nur 
jr^orwiBBex.soi.^«Iiehe JS^iiaieitung zu de 
als vorw^ Jnder die nun gebraw 

Nach dem F7a»e *^^„r Mathematik , ' 

die ersten ß^«"'«"*^^^^^ die beiden g 
stehung henuf^t, '"^^,.| desselben aus. 
einen uresentücheB -i«" 



\ 



weit zurück 
'gen, und 
5ahJzeiclie*r 
3ie auch ^%^ 
folg habox: 
i, was d ^ 
chaftlich^:« 
ch mit c 
ittel des 
ichung 1:>^ 
vorkomrr:^- 
' verursa^::^ 
irtigen Ici^ 
pWschö 
mdenen. 
^eit mi-fc 
'aucht, 
nur w^ 
übt gel: 




Einleitunjg : 

iuLnter ihrem sonstigen matheixiatischen 
-^p-eitens können ^v^rir durch Anwendung 
L:a.nd ihrer Hülfsn^ittel für das Rechnen, 
ihren eigenen grossen Mathematikern 
fc>^nutzt werden kiön-cien, nichts hervor- 
3?:Kiige überragt, -was Avir sonst zur vor- 
I^^athematik rectixien. Indessen möge 
:aomot Vorbehalt gesagt sein, dass diese 
^olinens sich vielleictit hei genauerer 
2,:r erweisen können, als sie uns zu- 
^); denn giebt es einen Fehler, der 
kann und vernrsactit hat nicht nur 
xdschen, sondern ancli bei ähnlichen 
-tersuchungen, so ist es der, den Wert 
nach seiner grösseren und geringeren 
zu messen, was ein Kulturmensch 
L das geringe zxa aol^ten, was der Kultm- 



2. 



lese I 




grypter und Babyionier. 

en Völkerschaften V» 
.gegeben, nur kvir ^5^*^*» «^ sollen wir, 

exiiigkeiten er-vv-äV, mathematischen 

-fc den Griechen • ^*^' *^^® ^^® besessen 

sollen von ihnen ^*^- ^^^^^^^'"8 kamen, 

^-*^^®rnommen haben 
^«.«aigste Autorität a.v,<> ^ 
«nery, hat erklärt It"* hier berührten Ge- 
fctisch in der Beav.ti*„ *^^ «» bei einem Ver- 

*.nderen V«- v-^*" ^or» ^f^'B«* gefunden ha6e 
».»deren Zeichens vstel^ *^**^«i»ieit an in der Be- 

"^s Seiibt sind. 



S. Ägypter und Baby] 

lEÖnnen. CJixa 2SxmM.cl:ist mit den Ä, 

s<^ ^wesison gr-iecsliisdies Schriftsteller d 
<3.£LSS xlnx-^ ^l^^ix^n ältester» .Forscher c 
xad^is^fc^x-xi ^^]::i^l>'fc J=ia».l>en, und berichte 
die Grelelnrsa.mls:ei-fe ciei- ägyptischen fti, 
g^Z3Ck£L<3lii.'fc " "woi-ci^n s^i. .Als VeranJassui 
g-un^ <i^x" J4.g-yi>'fc^x- mit Geometrie wi 
<üe 'Ü't>erscla'W^X3arxmrag^en des Nils m 
t>^m<iener>. :Bes*xr-el>x:mg^en, jedermann ] 
^etiöi-iS«i^ G^JTunci und Boden genau w: 
lassen- In jedem ifaJJe ist es kiar, 

AV^ert dex- sclxnaalen fruclitbaren Lands! 
-Wanste nnd dem i^lnsse zu einer gen, 
:fforderxi mnsste. "Wie grosee Bedeud, 
Sigelxx enr das I^andn^esHen gehabt ha 
«Lf hervor, dass, n«.oladen3 die G„ee 
«^ laoeh entwickelt Ix^tten, es dennoc 

^ zl^T-n rAfifrimensorexi; benutzt ^ 

Landn^essern CAJ^^ ^^.^^^^^ ^^^„^^^ 

verst»n<i«» ** ,vÄ«««e Als ein in «,« 
selar ^--^^rT-i^XeTl^ulturvolk und 

^T^^lTc ^^^^ ^^^ _.-_„^ T?«nhflnfc.. 



Volfe ^^^ . gewisse Recbenter, 

^^^^trisoTe Ken^niafe nöti^ gehabt , 

^i« ^f^'^r^J^t^ewisae r««tlaen.a«sch 



lonxsoJxen S^^^^^^^f^Xg-ypter i« später« 
-VV»s nun dJ« -, ^os de'^> was 



xrx 



<ao0s^» 



Einleitung:: 



-^-M. nach einer uralten PapyrvishaMcJeclirift, dem BO- 
^5,»-a Reellen buche des Königs A lim es, bereits 17O0 
^j£ihre vor Christi Geburt, -w^usste. Deslaalb is^- 

^^^^»nxailuiig von Aufgaben nebst ihreia Losungen, die 
^_jx^l^^' '^'"^ ägyptiselie Mathematik: und Rectien- 
_ ^^»laen zu lernen. 

=35. ^-Ti'» """ü* nun diese und andere Quellen bematzen, 
-j:m.^~ ^^^^^ unserem Plane gewiäss iiiebt darauf ein- 
j: .^5^ ^^^ Ägypter giinze Zahlen dargestellt und mit 
..^s^ot^net haben. Ausser diesen kannten sie Brücbe 
_-, ,rf^t>«" mit ihnen. Brüche werden gewöhnlich in 
^^_^ a^*? zerlegt, das« heist in solche mit dem Zähler 1. 
^^r^^^^^ des Ah in es enthält eine Tabelle über 
^^-E^e Zerlegung von Quotienten mit dem Divi- 
w^^ :.:»<i"^^ Divisoren von 3 bis 99; diese TabeUe 
-^ -^ ö^ bV-I- rÄ5- Kine solche Zerleiruns ist 
-^ Th st" f "'r" ''"""'^' worden. Snd wie 

-^^^jtt href T Anschein naeh geweser^ 
l.at Ihre Anwendung doch Einbliok in die 
*- jZu.>^HmmeiisetJ5ung ganzer ^cV.i 

^<er.t.mdeu in der «o^' ^^l^len gewährt. 

^-%uh.n .u Wn TeTn*"" ^Hau.-Rech- 

i"-^oha durch CHeiehung:« ersän T" ^"""*''" 

^_^,^ten auBgedrürkt weiden Orades mit 

ßx f i^ ^ ^^ _j ^^ • 

^^ «u. ganzen Zahlen' m.d Brüob, v 
^ ^x-i«3hen zusammengesetzt ^i^" ^^^^t^hen, 
^^^JoheAui;gaben, die unto^ V ' ««^ner be- 
^^-.^"» ^'^ einzelne, die ^., -, <-*«sellschafts- 

^^ T ^"%^'^<3n. di R^^il^en erfordern 

^^ *. 3ie,u.ng ^,^,^^t-. wen,. ,^,,„ ^.^ ^ 

r ^''"^" '""^ -^"^ ^-^ndnnrT" ^^^^-' 

"S der Methode 



tf 



2. JLsy^jytGr und Babylon! 

<iös falsolnori .A.r^sa,<;zes, der sogenannte 
CLuf <üe ^w^ir spat^x- a^xzi ^v^ielen Stellen tn 
bos'fceti.'fc dsLxriri, da«ss nrkSLrx a? einen Versuc 
lief erti ciiesoir cixaroln- JEirisetzen 0?^ statt c 






In der G-eom etrd© musste nach de 
Bestimmung von JF'iacheninhalten zu ^ 
geliören. Bei «ien Ägyptern wie bei q 

Völkern ^wrar es niclat ungewöhnJici, ^j 
eines Vierecks mit «ien Seiten a, ä, ^ 
nnriclitigen Fox-mel 

CK -h c b -j- d 

zvi bereclinen. und den Inhait eines r 
Seiten «, « «nd * «aoh der darin enthalt, 

o 



aber diese Formeln lieferr. keine übJe An, 

aie Winkel des Vierecks oder die Wink 

•* Ä «ich nur Tfrenig von einem 

""^"X^ D^r luadruck für den Inhalt 
ecl.exde«^ r>er A ^^^ ^^^.^^ ^^^^^^^ 

"'°r ^e i«f«tello«g dieser Fori^eln zur 
a^ch ^^t,^f ^^^ verleiten können, so 1 
andere F«"- ^ ^^„ ^„s der Gross 

Ägypter s^ Beispielen mit eii 

den -^^^;*^°^!::"le v^rX^Bweise^daan; 

die römisclaen 1-ana j^^ anzuwende 

«ie anf gl-i-^^"^*'^" etbodex. für diese 
bessere Berechnux^gsmetbo ^^^^^^^^^^^^ 

Inhalt eines Kreases rmt de 



Einleitung: 

^^:r "««^h der Formel (^ d)' , was desselbe ist, 

,^^ an ^ = (^) "" ^ ^1«^ gl^i^^ ^'^^ '^*'*- ^'^ 
^^"^^^ jrormeln zeigen, dass die Ägypter ebenso wie 

^X»*^^^^^"^^«i^ ^^® Quadrat mit der Längenein- 
^^^ite betiiitÄt haben. Die Konstruktion von rech- 
j_r\ im Felde schieint durch Konstruktion eines 
^_^^it den Seiten 3^ 4 Tand 5 geschehen zu sein. 
astruktitm der Pyramiden, oder wenigstens bei 
rnung ihrer Dimensionen scheint man die 
Verhältnisses zvsri&GhtGxx der halben Diagonale 
^^3,^.ehe und einer Seitonkiante benutzt zu haben, 
^;^^£i0 wir den cosin.ns cies Winkels nennen, den 
^a nte mit der GriinciflM43lie bildet. Wenn übri- 
X>eiiiokrit zn ein^or Zeit, wo die griechische 
^^^ioe keineswegs geringe Entwickelung erfahren 
^^^i^^^^^ für seine eigerio Fertigkeit in geometri- 
^^-xTktionen anführen kann, dass er darin nicht 
m Ko^^* -^-^i-offen werde von <±gxx ägyptischen Harpedo- 

nal L*^*^^ ^ j^^,j>^n"'^^i^n), d. h. von ciesn Männern, die unter 
ten {^"^^^^ feierlicher Gebräncbto dafür zu sorgen hatten, 
bacht-i-*^^^*^^:ra*=^^'''^ ^^^ Tempol riobtig zur Sonne lagen, 
3 tue ^--^ .^%.^oUigkeit dieser IVtanner sich nicht auf die 

kann 4^*^ &^ einfacher Konstruktionen, wie die von 
^endu^^^^^rr^ ^f ^ind, beschränkt. l.^ben. 
. .eimr^ ^ ^ -^'' ti!J ^^^^«^üob von den Ägyptern 
Wäh?-^^.^J*'^''Tv ? ? ^"^' Oeometrie, desjenigen 
Jl^^*:^!S*-"'"t "^. ""^" grössten Vollkommen, 

pulse ^ ^p^^*^^a. Bo waren dxe B^bylonier ihre Lehr- 
lies der ^ .*^1^ ^i^omie und in rq^^ j. « 
'^ ^ ^^K^^^ ^:t'^ xr ^^ ^^visführune der dazu 

-teria ^ ^^^'^"chliche Teil^4"^-- schreibt sxch dxe 

:hörigea :^^-^^*^kunden nach 1^^"%^— ^'^^ ^f «' 
^ ^ ^ ^^ '-^ejm Sexaeesimalsystem. 

ich heut^ ^^ 

inuten vtJ^ 




2. Äg-yi3töir I2r3<3 BsLbylonier. 

Ke Teilung in S&O ^ C= ^^ - 3 ^ . B) hängt 
zusammen, dass cia.s J slIoltt ötiöixiaJs zu 8 
nommen wurde. J>i^ ■\^%r^±'t^3r^ Söx:agresima 
teils hiervon abtiärDL^i^- söixi, -tGÜs kann 
kenntnis der Vorteile t>^x-viliOx:i, die ein ; 
währen muss, in ciorxa. ciiö G^x-undzahi 
ihrer Zusammensetziixi^- sl\:l& den niedrigi 
einen sehr grossen T'eil döx- niedrigreren 
toren enthält. Zeng-niss^ fax- die Isronseg 
dieses Zahlensystemes faa,* xx^an in Inecl 
die Tabellen enthalterx xiboxr die Quadro 
und die Kubikzahlen bis 3^^, geschriet 
System. Diese Insclirif toxi sixxd einigre Tf 
Es ist auch wahx-solxoxxxlicli, daaa ^ 
den Zahlenspekulatioxxoxx , cü^ mehrere 
der Griechen über gaxx^o Zalxlexx nach sie 
lu-sprüngHch der Zalxlerxxxx^^s^ik der ChaJ 
lonier ihren Ursprung vex-dÄXife^n. 



Die griechische Mathematik. 



1. Historischer Oberblick. 

Da wir bei unserer Besprechung der griechischen 
Mathematik oft die Behandlung einzelner Gegenstände 
durch lange Zeiträume hindurch verfolgen müssen, so 
wird es nützlich sein, im voraus einen historischen Über- 
blick zu geben, in dem wir teils die zeitliche Reihenfolge, 
in der die einzelnen Entwickelungsstufen hervortreten und 
die verschiedenen Mathematiker thätig waren, auseinander- 
setzen, teils die Verhältnisse beleuchten, unter denen die 
Mathematiker ihre Wirksamkeit übten. 

Ein Mittelpunkt in der griechischen Mathematik wird 
von Euklid gebildet, der etwa 300 Jahre v. Chr. lebte. 
In seinen sogenannten «Elementen» besitzen wir ein 
Lehrbuch der Geometrie, das noch an einzelnen Stellen 
als solches benutzt wird, und das das elementar-geo- 
metrische Lehrgebäude enthält, dessen Hauptprincipien 
überall unter verschiedenen Formen dem LTnterrichte noch 
heutigen Tages zu Grunde gelegt werden. In diesem 
Werke müssen wir auf der einen Seite Aufklärung über 
die zerstreuten Angaben suchen, die wir über die ältere 
griechisahe Mathematik besitzen ; denn diese beziehen sich 
im wesentlichen auf die Entstehung der euklidischen 
Geometrie. Auf der anderen Seite muss dieses Werk die 
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1. Historischer Überblick. 

büdet Eukhd emen Mittelj^untt. Er war nä^ 

erste grosse Mathematiker der sogenannten aJ ex 
sehen Schule, und wirkt© xrinter ganz anderen U, \ 
als seine Vorgänger, 

Die voreuklidisoho E: n t t^i olcelungderMf , 
erstreckt sich über die drei vorliei-gehenden Jah 
und hat in jedem von diosen einen etivas vers ( 
Charakter. 

Der erste griectiisolrie JVJ:a-tti ema tiker war Tl 
Milet, der die Sonn.erxfiinstemis vom 28sten i 

vorhersagte. Hierzu m-mss er Pie^eln benutzt l \ 
direkt von den Ägyp"*^^^^"^ tienrälirten und sich 
jährige Beobacht"atigen dieser stützen. Von der 
stammen gewiss aixoti die naeisten seiner math i 

Kentnisse. Die HaiaptsacHe ist jedocli, dass d 
mit ihm und der von ilim gestifteten philc 
Schule, der sogexianTit,en jonisctien, anfingen ni [ 

mathematische ^ATissen zn sammeln, was si 
Ägyptern erhalten konnten, sondern anch dies ^ 
verschiedenen Riclxt,T:ingen hin zn erweitern. J 
des sechsten J a\xxl.nnderts «^^™ "^"^"^. 
der kleinasiatisolxen Küste, aber ^^^f^ 
Handelsverbindungen der Griechen -^^^iLig 
anderen Gegenden, ^o die Gnechen -xisassig 

^^'"Wir sehen dee.lxalY> aucb ^^ ^^^T^^^^ ' 
nämlich in Südit,a.liexi, ^eia ^^en J 



Jg 



Wickelung der JVLatlaexnatit ^^ ^^^^ die na 
In diesem hallte n:ia,n exkat^^"^' ^Y^eraatische 

,^{ sicheren C^rnndla,^^ ^^5^^ 



16 Die. griechische Mathematik : 

zeitig mit der Entwickelung dieser benutzte man die mittler- 
weile sicher gestellten Resultate als Ausgangspunkte für 
neue und wichtige Erweiterungen. 

Der Mann, dem wenigstens die Tradition den grössten 
Einfluss auf diese Arbeit zuschreibt, ist Pythagoras von 
Samos, den wir deshalb beim fünften Jahrhundert be- 
sprechen, wenn auch seine eigene Wirksamkeit wohl zum 
Teil vor das Jahr 500 fällt. In «Grossgriechenland», 
wie die damals reich blühenden griechischen Kolonien in 
Süditalien genannt wurden, stiftete er eine philosophische 
Schule, die sich stark nach aussen hin abschloss und 
sich, wie es scheint, durch mystische Ceremonien und 
Geheimhaltung ihrer Lehren in dieser Abgeschlossenheit 
zu erhalten suchte. Diese aristokratische Schule suchte 
sich auch politisch geltend zu machen, erregte aber den 
Unwillen aussen stehender und wurde gesprengt, als die 
Demokraten in Grossgriechenland die Gewalt an sich 
rissen. Da in weit späterer Zeit die sogenannten Neu- 
pythagoreer meinten, dass ihre Lehren, die zum Teil von 
religiös-ethischer Art waren, auf Pythagoras zurück- 
zuführen seien, so umgaben sie diesen ihren vermeint- 
lichen geistigen Vater mit so vielen legendenhaften Er- 
zählungen, dass es schwierig ist, den wahren Kern darin 
zu finden. Was von diesen Erzählungen Interesse für 
uns haben kann, das sind die Berichte über seine Reisen 
nach Ägypten, wo er recht wohl gewesen sein kann, 
ebenso wie später Plato und Eudoxus, und der Bericht 
über eine sehr zweifelhafte Reise nach Babylon. Von 
Bedeutung für die Entwicklung der Mathematik ist die 
grosse Abgeschlossenheit dieser Schule gewesen, demi 
diese veranlasste das wirksame Zusammenarbeiten von 
Männern, die sich gegenseitig verstanden, trägt aber auch 
andererseits die Schuld dafür, das wir so wenig darüber 
wissen, was dem Meister gehört, und was den Schülern. 



1. Historischer Überblick. 

Die Sprengung der Schule war die Veranlassun 
wenigstens ihre mathematischen Lehren später 
verschiedenen Gegenden ausgebreitet wurden in 
das griechische Volk sich niedergelassen hatte. 

An anderen Orten haben diese Lehren si 
gewiss vereinigt mit den Früchten der Arbeit, 
anderen auf philosophischem oder mathematischen: 
ausgeführt worden war. Es ist deslialb nicht ] 
entscheiden, wie viel oder ivie wenig von seine 
matik ein so selbständiger Denker wie der I 
Demokrit von Abdera (um 460 v. Chr.; von 
thagoreern gelernt hat. Der etwas ältere Hipj 
von Chics, der sich, nachdem er iCaufmann gev 
und sein Vermögen verloren hatte, in Athen auf 
dort Unterricht in der Mathematik erteilte, kann 
verschiedenes von den Pythagoreern gelernt habe 
aber keinenfalls ihrer Schule an. JEr erhält eine 
Bedeutung dadurch, dass wir ihm ein zusammen 
Stück Geometrie verdanken, die einzige derart 
die aus dem 5ten Jahrhundert erhalten geblieb« 
ferner dadurch, dass er in Athen wirkte. 
Stadt, die schon damals im Begriffe stana 

punkt zu werden für da^ ^"""^l^"^" a^r 
griechische Kunst und Wissenschatt. ^ ^ ^. 

zwischen Sophisten — unter <i®"®" _J_ ^^d I 
Eüö ein tüchtiger Matbenaatiker ^^ ^uch de 
und die im folgenden «^^^f^J^^^ng wurde. I 
für die mathematische S"*^^*C^iung py*!^^«**'' , 

nahm unterdessen die Ent^rid^^^^^^^ender M 
ren ihren Fortgang, ^'^^J'^ir dort gerade^ 
Archytae von Tarent, aetx ^^^ wird . 

des 5ten Jahrhunderts ^"*'*^eer bezeic» 
der letzte bedeutende Pyti^^^ 



Historischer Vberblick. 



sellz^^i:^ I^^tfcxr^i- -wrio ein anderer Athener, de 
JVra.-fcl::i.«jrDrisi-fcil5i«x- Tl:Leätet, nach dem er eine] 
To^e^ l:>^x-ia.x:i.x:i.t tia-is ; -vielleicht waren er und Th 
ze±"fci^ ii-i. JE^y-xrejnie. Ir\ Sicilien schloss er Freu 
Al. x" <3 l::!. y^ ^ ^i, ^ i st.TH.<3lrx ^ä^gypten besuchte er. 

"W^^x:i.x:i- -w-ix- c5las ricTtitig erfassen wollen, 
ZElln-fiL-U-SS «.x:if <3.ie Eint-wickelung der Matheina 



erig^ 

I^y-tli-asora-s. XV i^ die Neu-Pythagoteet^ 

l:^a.l3«n. <aie Neu-Akadenai^®^*^^ 
XX ^:ex-ri die Ehre für ^^^ ^. 
oXXe^xx- Selbst diese schrei^®^ 
«,11,3:3.^1X1 atißche Unters^c^^^^ 



li^-t, so lz>^^^^^T:TLe5Xx ^w^ir denselben Schvn' 



xlrxxr^xx 




soxxdexn zeigerx sicl^ 



l5:».xxxei:i-, zi 
s olx x-i-fc-t ^ 

J^a-fcl3^«x3Ci «. 
-vvrxxx-<iö 



f-€ix- <3.±ö IVtetlioden, ^^^ 



zu 






ee" 



R' 



^xxxion, und i^n ä^^ 

cl^-fce.xa- Haben ^.^^^ ^^gaV>* 

li«3Tr*3siei-fc für qj^^ ^^ ^»r 
r ^rössten B^^ • für ' 

andern l^ ^on a .^^ 

- >giei^g^ ^ev der g^^^ 



Xö^ 



«iexi 



esa: 




ca^-ss 



^x- 






für 



^ 



ist %^ VsS^ .^!L6 



5tn9 






en 



de 



- rlriög' 



reg' 



elt*'' 
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wird, die Ursache gewesen, dass diese den Namen «pla- 
tonische Körper» erhalten haben. 

Auch der nächste grosse Philosoph, Aristoteles, 
der sich viel mit Naturwissenschaften beschäftigt hat, legt 
Interesse für Mathematik an den Tag, ohne jedoch an 
irgend einer Stelle eine besonders hervortretende mathe- 
matische Einsicht zu verraten. Die Stellung beider Männer 
zu diesem Fache war derartig, dass die Mathematiker 
Platz finden konnten in den wissenschaftlichen Gesell- 
schaften der damaligen Zeit, der akademischen Schule 
Plato's und der peripatetischen des Aristoteles, dass 
sie in diesen mit andern Forschern zusammen arbeiten 
und bei ihnen Verständnis finden konnten, und dass 
Mathematik und Philosophie gegenseitig Impulse geben 
und empfangen konnten, sowohl durch friedliche Ver- 
handlungen, als auch durch Zwistigkeiten. Teils wurde 
die Mathematik dadurch ein Glied in der höheren grie- 
chischen Bildung, teils lässt die Gestalt, die sie eben in 
dieser Zeit gewann, aufs deutlichste erkennen, dass sie 
sich ausgebildet hat in Kreisen fein gebildeter und mit 
Rücksicht auf die Korrektheit des Ausdrucks anspruchs- 
voller Denker. 

Von mehr direkter Bedeutung für die Entwickelung 
der Mathematik als diese berühmten philosophischen 
Schulen war jedoch eine mathematisch-naturwissenschaft- 
liche Schule, die sich zu Plato's Zeit in der blühenden 
Handelsstadt Kyzikos am Marmorameere um den als 
Arzt, Astronom und Mathematiker hoch angesehenen 
Eudoxus von Knidos sammelte. Als junger Mann hatte 
er sowohl Süditalien als Ägypten besucht. An der letzten 
Stelle war zu damaliger Zeit für einen griechischen Mathe- 
matiker kaum noch etwas in der Geometrie zu lernen. 
Dagegen sind dem Eudoxus als Astronomen die uralten 
Beobachtungen der Ägypter sehr zu Statten gekommen. 



1. Historischer 'Obezrl^li« 

Diese hat er denn auch zu "b^r^xn.'tz^ri ^ 
bührt nämlich das Verdienst, cii^ .A.6 
Beobachtungen undgeometrisolnci TUr:itie3rg 
zu haben mit Ausschluss der S-fc^jm^ 
Spekulationen. In Süditalien. stoa-cix^x 
Geometrie, die letzte nancientilx<3l:i. T3^i ^ 
Die Verbindung beider Stifti.eir xxx: 
ist gewiss eine gute Vorbeciixistxrx^ S* 
sammenarbeiten der Schülern, cii^ si 
Eudoxus anschlössen, ein Zvisa-rxxrxx^ 
legentlich auch die Form -vorx Stre 
Der Verkehr zwischen den toeid^:«^ Sol: 
Kyzikos wurde nicht nur Ixerses-tell* 
Wegen, zu denen der lebhafte üaxxciel z 
Städten Veranlassung geben ^^4z>:rxnt.€^» 
hat Athen besucht zusammen TDCk3.t. s^ 
dann Piatos Vorträge gehört halben; 
sollen sich in der Philosop>l^i^ »» ^ 
haben. Die am meisten bekaxanten 
waren die Brüder Menäclm:^^^^ 






diesen soll Menächmus i^^ p>öi 

an Plato über den Staat S^^^^^^^^^^^i 

Welche Resultate nun i» <3^^^ ^ ^^.^ 

Jahrhunderten erreicht waren, 
für Beweise und Darstellung ^^"^ 
sich recht gut erkennen aus ^'^^"^ i-inle 
nun folgenden alexandriniscb^^"^ . seiJ 

ferner aus den Sätzen, die F*!^*'^^ ^iex* ^ 
nutzt, und aus der Betracbti:!^^^ T^eLS ^' 
aufgestellten logischen Forrr^^*^- Fisten^ 

diese letzteren sich in der eii^^^ —rxjlidi^ 
Weise haben anwenden lassen, i^*' ^ncii 

selber. Sie haben sich dann s^^^^^ €^ti^^^ 

Gebrauch entwickelt, den die M^^^^'^^ 
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und sie haben einen Teil der Ausbeute enthalten, die die 
Philosophie aus dem hier geschilderten Zusammenarbeiten 
mit der Mathematik davongetragen hat. Wenn wir im 
Folgenden den Standpunkt, der erreicht worden war, nicht 
nur als vollendete Thatsache schildern, sondern zugleich 
auch darüber Rechenschaft ablegen, was den Einzelnen 
zu verdanken ist und wie sich die Ideen nach und nach 
mit einander verküpft haben, so stützen wir uns dabei 
teils auf die bei den späteren Schriftstellern zerstreuten 
Äusserungen hierüber, teils auf einen Geschichtsschreiber 
der Mathematik aus dem Schlüsse der hier erwähnten 
Periode, den Peripatetiker Eudemus von Rhodus. Wir 
besitzen allerdings auch sein Werk nicht, wohl sind aber 
einzelne wichtige Auszüge daraus bei späteren Schrift- 
stellern aufbewahrt worden. Durch ihn, also durch dritte 
Hand, sind wir mit dem oben erwähnten Bruckstücke 
des Hippokrates von Chios bekannt geworden. 

Es ist ein etwas unruhiges Bild, das die Betrachtung 
der verflossenen drei Jahrhundert in uns hervorgerufen 
hat. Die Mathematik nimmt ihren Anfang an der Küste 
Kleinasiens. Darauf lenkt ihre Entwickelung in Süd- 
italien besonders unsere Aufmerksamkeit auf sich. Dami 
zieht Athen durch seine ganze geistige Überlegenheit auch 
die Mathematiker an sich. Sicher ist auch dauernd an 
anderen Orten gearbeitet worden, wie in Süditalien, wo 
anderthalb Jahrhunderte nach Archytas den Griechen 
ihr grösster Mathematiker inArchimedes erstehen sollte; 
aber aus der ganzen geistigen Oberherrschaft Athens folgte 
auch, dass die Arbeiten der in Athen lebenden Mathe- 
matiker am wenigsten vergessen wurden. Die grosse Ver- 
breitung des mathematischen Studiums während der hier 
erwähnten Zeit hat ihren Grund teils in den lebhaften 
Handelsverbindungen, die zwischen den zerstreuten Grie- 
chen bestanden, teils in den vielen Kriegen und politischen 
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XTrirx:Lti.on, cixix-oti <iie hervorragende 
Cyrr±. z-ux:ri a-v-kci^m getrieben wurden, i 
x-Tj-tk^iüi l::i^a,l3^jn. a,iaoh die gewirkt, die 
faa^feori l3l^il3öxiL können, wie namentJicl 
z^±t:i^ ^w-etx-olexi ciio JVTathematiker aJJerJ 
z:\jL "b^str^ti^xi ^ohabt haben, sowohl uj 
xirii-fc Sox>l:iis'fc^n Xiriici Philosophen. 

HJxi-fc^i* solohen. Umständen gewanr 
rzixolati x:i--u.x- so gx-osse Verbreitung über 
-urxcl z-U- ^-ll^xi ^^wissenschaftlichen Forschen 
^at> siolri .aijxola mit dem sicheren Rüstze 
x-xar:fcS ^«-^»^^ I>nx-sfcollnngsform, das wir hei 
bo-w-Tjii^ciöx-rx. Ja in der Beweisführung ki 

X^o^el i;ix<3hts toosseres thun als sie nachzua 
^.^f diö I>ai-stellun^sform müssen wir jec 
diö Sioti^rhesi-fc in ciem Grade auf Kosten di 
cro^^onnen ^^ar, dass sie späterhin mit Schi 
dass dor ojrroiotite hohe' Standpunkt nicht 
konn-fco als ciiö xm und liehe Tradition verlöre 
Q volle V^öi-s-tändnis für den Tiefsinn < 
TV^t^horxiatikör erst in der neueren Zeit ha< 
wordon kö«x.o«, wo die Mathematik, we 
7^ t^^as von <ler griechischen Mathem£ 

^^^ , ^ ^llmählioh wieder auf den von de 
sxoJri a ^^fc^ieten zu derselben Höhe erl 

l^andolt;en ^_^^^j^^te Niedergang der Math 
^ i^^'^oinoswe^s, wie es mit der Dichi 
jodoolx ^^^ „na anderen Künsten, sowie 
r-odsarol^^^ ir^ll gewesen war, damals, a 
sopbi^ clor ^iGYt so wesentlich nach AI 

\^öx-faalt*i^^®^^ ^ o^nderten, im Gegenteil, d*- 
Grx-oööoxa To e ^e^r Mathematik ein. Wie 
jroiol^ö*^ ^^^^^ Toiliing des Reiches Ptolem 
n^l^ro 1>^^ Ä^>^^*^''' "^"^ '^^'" "^"^ ^"^^^^g^ 
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andria, und er und seine Nachfolger machten diese 
nicht nur zu dem wichtigsten Handelscentrum, # sondern 
auch zu einem wissenschaftlichen Mittelpunkte ersten 
Kanges. Unter ihm und seinen nächsten Nachfolgern, 
die auch den Namen Ptolemäus führten, wurde das 
«Museum» gegründet, in dem gelehrte Männer ohne Sorge 
für ihren Unterhalt der Wissenschaft leben konnten. Die 
Ptolemäer gründeten und vermehrten die alexandrinische 
Bibliothek, in der nach und nach Abschriften von allen 
bedeutenden griechischen Arbeiten, die sich auftreiben 
Hessen, gesammelt wurden. Wie an einer modernen Uni- 
versität versammelten sich die wissbegierigen griechisclien 
Jünglinge in Alexandria und nahmen Unterricht bei den 
dortigen Forschern, namentlich in Grammatik und Mathe- 
matik. 

Diese Verhältnisse konnten nur nützlich sein für die 
Mathematik, die der Ruhe bedurfte, teils um die vielen 
gewonnenen aber zerstreuten Resultate in festen Systemen 
zu vereinigen, teils um die bereits gewonnenen frucht- 
baren Methoden der Betrachtung dazu zu benutzen, sich 
auf noch grössere Höhen zu erheben als bisher erreicht 
waren. Ruhe war erforderlich für den fortgesetzten 
mündlichen Unterricht, denn ohne diesen würde die Form, 
wodurch die Zuverlässigkeit gewährleistet wurde, grössere 
schriftliche Darstellungen nur wenig zugänglich gemacht 
haben. Da die Mathematik nunmehr zu einer selbstän- 
digen Wissenschaft herangewachsen war, so bedurfte man 
femer Mathematiker von Fach, die nicht nötig hatten 
beständig mit den Philosophen über ihr Fach zu ver- 
handeln und selbst Philosophie zu treiben. Eine der- 
artige Verteilung der Fächer bei den alexandrinischen 
Gelehrten verhinderte jedoch nicht, dass ein und der- 
selbe Mann in mehreren Fächern thätig war. Das v^ar 
z. B. der Fall mit Eratosthenes von Kyrene, der in 
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cJe^x- let>Ä-fcex:iL lEtalf-fc^ des 3ten Jahrhunde 
-^ei-fclaxi^ <3.Gxr ö,leMx:aricirinischen Bibliothe 
:rxiit; JPlzLilosoi>liie xxxxd Sprachwissenscl] 

^i<523. xmi-t: <35-eo^x-ai>]ti-i^ J» öiit höhe« 

f ex-xi ex- c3iö ex-ötö <3i-adme8sung vorna 
0:Jlxx-orxolos:xe -ur^d JVtafcfaematik. Die Rm 
^^^^ll^^TT^ ±^ Ale^«.«aria gegönnt wurd 
^„d^ ll3.x-e C3-efal^^^» xxiit sich bringen, 
... xixxsc xxxxd JECanaeraderien betraf, 

^^^5!^Tl> ^ ixictt* l>öJ5:l«.gen, dass Archime 
^ües-rxa ^^x^^-r der alexandrinischen Zei 

'^ ""^ '^•"^^*'' ^ xia^cli sowohl seine ferti; 

n«.<5l3.^ ^^^Q.j3jl-fc»t,e nach Alexandria, ur 
'Mat;faei»»*iJ^er sich - - 

-vv-ollt«»"» dass 



-— ~-ivyr*.-fcl3.ei»a'*i^*''' ~"^ einige der 

Xel3eia<i« ^^^^iiten, dass sie sie hinter 
^xxei-S^ciexi _ eim=Kia.l dadurch an, dase 

^Ül3.3rte er «^ ^^^te übersandte - den 

-dxix-icl^*'^^? ^^i-ctiiroedes' Aufenthalt 

^vviesexx sxe. „ - j-^g <3en für unsere Ken 

aixdxi«. T^^*- ^^stand im Gefolge gehal 
riützliotte» a,t>fassen müssen, wahrer 

sdiri^tli«^ J^f; , „^niigt haben würde, et 
axxario darxixt ^^^^^^ niündlich mitzute 
genossen «rxci to« ^^^^^ bestimmte Form 
^«r auf «i^^^ „Mathematiker aus diese 
lylei^J^^^ . inatbematische (gec 

Iceaeuterxae J^"^ „«a die sicher aucl 

bTnterlaaB-« ^'"J^Se; aer damaligen Z^ 

ra?t"» -«<^ f "ollo-i"- etwa 200 v. 

T%^'2 "»<^ ^^^Jl vo« dessen perso 

"^ ^ VO« E^fel^^^j^^^iel weiss, besitze, 

^e^^-aria --- r^l.me^ten auch.. 
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Schrift, die gewöhnlich mit dem lateinischen Namen 
Data bezeichnet wird. Teilweise wenigstens kennt man 
eine Schrift über die Teilung der Figuren, eine astro- 
nomische Schrift, Phaenomena, und eine Optik, die die 
alleresten Elemente der Perspektive behandelt. Verloren 
sind seine vier Bücher über Kegelschnitte und seine 
zwei Bücher über Oberflächenörter, ferner die Schrift 
über Porismen und eine Schrift über falsche Schlüsse. 
Auf den Inhalt dieser Schriften kann man schliessen aus 
späteren Sammlungen von Hülfssätzen und aus Kommen- 
taren. So haben die Porismen mehrere von den Sätzen 
über Transversalen und Punktreihen enthalten, die jetzt 
in der projektivischen Geometrie behandelt werden, 

Archimedes lebte in Syrakus, wo er ein sehr 
angesehener Mann war, ein Freund des Königs Hiero. 
Bei der Einnahme von Syrakus durch die Römer fand 
er seinen Tod, nachdem er sein mechanisches Wissen anf 
verschiedene Weise bei Verteidigung der Stadt angewandt 
hatte. Sicherlich hat er seinerzeit Alexandria besucht 
und Verbindungen mit den Männern angeknüpft, denen 
er später seine Schriften sandte. Von diesen sind fol- 
gende erhalten: Über Kugel und Cylinder; Messung 
des Kreises; Über Konoide und Sphaeroide; Über 
Spiralen; Über das Gleichgewicht ebener Figuren; 
Sandrechnung; Quadratur der Parabel und Über 
Körper, die auf einer Flüssigkeit schwimmen, die 
letzte jedoch nur in lateinischer Übersetzung. Durch 
spätere griechische Schriftsteller und durch arabische 
Überlieferung besitzen wir ferner einige Bruchstücke, von 
denen wir eine Arbeit über halbregelmässige Körper und 
eine Reihe geometrischer Sätze, « Die Archimedischen Hülf s- 
sätze», nennen wollen. Die «Hülfssätze» sind vielleicht 
jedoch zum Teil neueren Ursprungs. 

Apollo nius von Perga ist sicher in Alexandria 
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thätig gewesen. Von ihm sin<i sie\>exi 

ehern erhalten, die er über dllo X?^egelsc 

hat; die vier ersten hat xxxaizL a.\jLi g. i 

folgenden kennt man <i\3.rol:x eiv\e arat 

Auf dieselbe Weise ist \:ins e>ix\e Sclir i 

hältnissehnitt erhalten, ^W£LlcLX-en<i ^wir 

Mitteilungen Kenntnis liaV^eMci ^rori ^en $^ 

bestimmten Schnitt, <iei:i FläotLexiB 

rührungen und Einscliie\>iJLaLXge>n. A^ 

auch wesentlich zur An^w^erici-CLx^g c3Ler M; 

Astronomie beigetragen zvx Irxgtloe^nL. 

Unter der Zeitgen ossexi, <5Len. näcl 
und Nachfolgern der dx-ei grossen M.a.tlien 
erwähnen: Aristäus, cL^x- et^was älter 
und verloren gegangene A.x-boitetn. ■ö.l3er ra i 
und reguläre Polyeder gesolririeben 
schon erwähnten Eratos-fclienes, Nikoi 
sehen Archimedes nncL ^a^i>ollonins le i 
kies, Perseus und Hy l> sx kle b. Der 
Buch über reguläre Polyociexr gesol^rieben • 
wöhnHchen Ausgaben <ie© _tL. xa is: x x ^ ^ 

. ^^^^ -S\reL& die ubr i 

genommen zu sein pflogt. ^^ Erwähni . 

kennen wir von ihnen «"«-xr ex ^^ ^^^ ^c . 

Schiftstellern einige verlorene ^<^^ 

s^l^*^- ^l^-iiaerten Zeit 

Auch nach der hier^ geson ^_.^^^j^^^ , 

bedeutungsvolle Fortsol^rx-t-to ^ ^^^^j. znnäcl 
griechischen Mathemsttils:, "i^*^ ^^omi© ß^' 

die Anwendung auf di^ ^G^sobiolxte der J 
wir uns nicht auf eine ^ i3.ier doch e 

lassen können, so w^oUon ^ raoroisclien Sc 

geben über diejenigen. ^^ ^ -i^otiis^^®^ ^^ 
verschiedenen Zeiten des ^ 



28 I^i^ griechische Mathematik: 

Arbeiten eine solche Bedeutung für die Mathematik er- 
halten haben, dass wir sie genauer erwähnen müssen. 

Wir haben bereits gesagt, dass Eudoxus, dem die 
Mathematik die tiefsinnigsten Methoden verdankt, auch 
eine griechische, wissenschaftliche Astronomie begründete. 
Diese erfuhr jedoch bald eine Beeinflussung von aussen 
her, denn der Eroberungszug Alexanders des Grossen 
machte die Griechen mit der alten chaldäischen Astrono- 
mie bekannt. Die grossen alexandrinischen Mathematiker 
waren, wie schon erwähnt, zugleich Astronomen. Zwischen 
diese, und zwar zwischen Euklid und Eratosthenes, 
haben wir Aristarch von Samos (etwa 270 v. Chr.) ein- 
zuschieben, der bereits diejenige Hypothese über das Welt- 
system aufgestellt hatte, die anderthalb Jahrtausende später 
von Koppernikus bewiesen wurde. Die Arbeiten des 
Eratosthenes in der mathematischen Geographie mussten 
sich unter anderem als nützlich erweisen für die Reduk- 
tion der Beobachtungen, die von chaldäischen Astrononaen 
an anderen Orten ausgeführt worden waren. Apollonius 
verdankt man gewiss nicht wenige der geometrischen Vor- 
aussetzungen, die den Fortschritten in Beobachtung und 
Berechnung zu Grunde lagen, die in der nachfolgenden 
Zeit von den griechischen Astronomen weiter Entwickelt 
wurden. Seine nächsten Nachfolger waren wohl noch in 
Alexandria thätig, aber der Mann, der die höchste Stelle 
unter den griechischen Astronomen eingenommen hat, 
Hipparch von Nikäa (etwa 150 v. Chr.), beobachtete 
auf Rhodus. Er benutzte unter anderem die uralten 
chaldäischen Beobachtungen in erschöpfender Weise, und 
ungefähr von seiner Zeit an hat sich morgenländischer 
Einfluss auch äusserlich gezeigt durch Teilung des Kreises 
in 360 ^ und durch allgemeine Benutzung des Sexagesimal- 
systemes bei astronomischen und trigonometrischen Be- 
rechnungen. Unter den späteren Astronomen ist in der 
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<3.esr ^Mlatlaematik Men 
X^-tzi-tejid Hälfte des erster 

"'^i^cL namentlich der < ' 
I^ "fc o 1 ej rxi ans, durch dess< 
C^ß^^'y<jLXnq cfr}vra^ig)y am t 
^^■^Ä^'ts-fc^lX-t^iri ^xr^feisolien Namen Aln 
^<3l::i.^ -A. ^-fci-oxTLOxzicii^ (jant dem söge 
X-^V^^X-fcsy-^-t^jciri) x:ij::kci <iie damit verbun ' 
-v^olXs-fcM,i::i cü^^^^xx feiexinen. Das mei» 
t>^i iXxinci. :ß.-rx<3.^-fc, rührt nämlich v^ 

Xxex-, X>e^s<z>xx<i^Trs von Hipparch, ' 

ist. 

Anwendung ^^^ 
ciexr Ziei-fc ci^xr grossen Mathemati^®^ 
-iTVT-rfeiaxn.^ a,xj.f <Xi^ eigene feiere ^^' 
xxxatil^ «,x^s^«^X>i. hat, so ig^ ^^g nie' 
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halb wird in Euklids Elementen ebenso wenig Rücksicht 
genommen auf das Landmessen wie auf andere Aniyen- 
dungen der Mathematik, die zu numerischen Bestimmungen 
führen. 

Eine bedauerliche Folge hiervon ist die, dass wir 
keine direkte Kenntnis davon haben, wie man es in den 
besten Tagen der griechischen Mathematik verstand, die 
Ausbeute dieser Wissenschaft praktisch zu verwerten. 
Auskunft hierüber müssen wir, ausser bei den astronomi- 
schen, bei noch späteren Schriftstellern suchen. Unter 
diesen ist besonders Hero von Alexandrien zu nennen, 
dessen Lebenszeit man bis jetzt kurz nach der besten 
alexandrinischen Zeit gesetzt hatte, der aber nach den 
neuesten Forschungen frühestens im 2ten Jahrhundert n. Chr. 
gelebt zu haben scheint. Seine Arbeiten, in denen rich- 
tige griechische Methoden und Formeln neben ägyptischen 
Näherungsformeln von verschiedenem Werte vorkommen, 
haben eine wichtige Rolle gespielt als Anleitung zum 
Feldmessen und zu anderen praktischen Anwendungen 
der Geometrie während der langen Zeiträume, wo man 
nicht verstand in die exakte griechische Geometrie ein- 
zudringen oder sie überhaupt nicht kannte. Was sie da- 
für namentlich geschickt macht, ist der Umstand, dass 
sie zahlreiche numerische Aufgaben behandeln. Eben 
hierauf beruht auch Hero' s Bedeutung für die Geschichte 
der Mathematik, da er uns doch zu einer leidlichen Vor- 
stellung davon verhilft, wie weit und auf welche Weise 
die Zahlenrechnungen, zu denen die wissenschaftlichen 
Resultate der griechischen Geometrie führen müssen, wirk- 
lich ausgeführt worden sind. Schade nur, dass man so 
wenig darüber weiss, in welchem Umfange die bei Hero 
vorgefundenen Methoden des Rechnens in Gebrauch ge- 
wesen sind, als die griechische Geometrie sich auf ihrer 
höchsten Höhe befand, und in welchem Umfange sie erst 
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durch die auch naoh jeizier Zeit 
machte Anwendung enti^w^iokelt tvo: 

Die Entwickelui^-g" ci^x-jen igen 
Mathematik, denen si^ ilix-e eigen 1 
war indessen sction ^vor cieran Begin 
zum Stillstand gekorxarxn^n. lUxn < 

verstehen, die in der eig-onera J3esci:ia:fl 
Mathematik lagen, rxiässeri ^wlr c3ies< 
lernen. Hier können tv-xjt nur laei-vo 
stigen äusseren Vertial-fcniseo, nnter ^ 
der alexandrinischen i=*ox-iociö geax-be 
gehört hatten. Die C^ololux-t^n Tvax-er 
gestellt unter einzelnen d^r &pä.tGJrGn 
den ersten Königen cJiesöö JSTanciens ; 
Verhältnisse hörten ^sltjz au:^, ^^^ ^^' ' 
des letzten Jahrhunder-fcs v. Olir- I 
wm-den, wie sie es an den na eiste 
worden waren, wo G-ri^olaen ansaf ^ 
Mathematik zeigten sie siola n^mlicli 
begierige Schüler der trfc>ex-wundenen^ 
erlitt die alexandrin is oh e Bil^Hot^eK . 
gewesen war die geT^ox^nene ^^^^^^ 
aufzubewahren, verscliiedene T^^^^j 

andria nichtsdestoweniger- ^"^^^^^.-^ o,v 
Verständnis der alten ^-^^^^ohtete, ' 
gelegentlich auch stärl^ei- ^"^^-^0 imm< i 
lieh damit zusammen, da so ^^^^^j^ri 
wo die meisten Arbeite» ^^ steri Ja 
dort Pappus am Ende des ^^^^^^ 
er war gewiss kein gx-ose^^ ^^^ p^^ , 
mit denen, die zu den ^^^^^^j^^r seine i 
Stelle thätig gewesen wa,re», ^ y^^^^iysive 
Sammlungen sind von rrr^s^ ^^^ ^ 
den durch die Aufklä^^^"^^^' 
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indirekt durch Reihen von Hülfssätzen über jetzt verlorene 
Werke der grossen griechischen Mathematiker gebracht 
haben. 

In einem einzelnen Zweige der Mathematik ist jedoch 
noch zu Papp US Zeit etwas Neues hervor gebracht wor- 
den, nämlich in der Arithmetik. Aus der Zeit zwischen 
den grossen Mathematikern und Pappus besitzen wir 
Arbeiten von mehreren arithmetischen Schriftstellern, 
unter denen namentlich Nikomachus (etwa 100 n. Chr.) 
grossen Ansehen genoss. Er hat eine erhaltene Ein- 
führung in die Arithmetik geschrieben. Dass er und 
einige andere arithmetische Schriftsteller uns etwas Neues 
haben bringen können, hat seinen Grund zunächst wohl 
darin, dass weitergehende arithmetische Untersuchungen 
nicht in den Rahmen der Arbeiten hineinpassten, die uns 
aus der besten Zeit aufbewahrt sind. Dagegen nehmen 
die Arbeiten, welche wir von Pappus' Zeitgenossen Dio- 
phant besitzen, eine derartige Sonderstellung ein, dass wir 
darin eine wirkliche Erweiterung der griechischen Mathe- 
matik erblicken müssen. Von seiner Hand ist uns das Meiste 
von einem grossen Werke über arithmetische Dinge 
erhalten; ob eine kleine Schrift über Polygonalzahlen einen 
Teil dieser grösseren ausgemacht hat, wissen wir niclit. 



2. Die pythagoreische Mathematik. 

Wenn wir uns nun dem mathematischen Inhalt der 
griechischen Geometrie zuwenden und mit der ältesten 
Zeit beginnen, so erfahren wir über das 6te Jahrhundert 
nur ausserordentlich wenig. Allerdings schreibt Eudemus 
dem Thaies verschiedene Sätze zu. Unter diesen kann 
er recht wohl den gekannt haben, dass der Peripherie- 
winkel auf dem Halbkreise ein Rechter ist, einerlei ob 



le>ioVxt, ^^^l5:ex^xn^l> " "^^^^^* sich 

damit begronnen iiabe« ""^ ^'^«i. den, 
zu beweisen. EJudeaj,, '^«^ «° in d; 

dass Tliaies x^otweadi^' ^^""^ J^^oc] 
l^aben rütisse, <Jer zu ^f!^®'®® «^enseJI 
wendig angesehen ^otde "^'^^' ®'«®°' 
Winkel im Halbkreise 2',"^°^ den Safe 
kann es sicix rr^it den „. . ^r^^"«««- A. 
ten Sätzen vex-faalte«, dV'Tt ''*'° ^' 
der Grnxudlinie eines ^ieich«^h! f'*,^.^'^"^^^ 
«i«d. oder das« ei/Dä^^"°J«^'^«nJ>« 
beiden anliegende« Wintei besti^^^ •"'" 

s:tr r''^^ --""^*' ^'^^ -"^ ^---r; 

öate, wonn ox- in meiner natüi-lichen Verli 
^eri ahnlioliexii Girsoheint, Da über ThaJ 
i»it solciien nichts mitgeteilt wird, so h^ 
vielleicht dLs^nciit zusammen, dass die Trad 
^^s g-ewi;6ise j^ra^hitische Operationen beigeJe^i 
theoretiscliej- Begründung dieser Satz notwej 
^^i kann man denken an die dem ThaJ es 
-Bestimnanng* des AbstB^ndes von nnzugängh 
oder Hölxenmessung durcli Soliatten. Der ^ 
nächst dstrauf hindeuten^ dass dleae Messun 
kongruenter Dreiecke ausgeführt worden si 
den Ägyptern vorgenommene JBeatimmung 
einer PyramidenketntG deutet darauf hin, c 
ähnliche Dreiecke zu t>enntzen verstanden, 
^^ren als Thaies; diesem fällt aber doch 
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zuerst unter den Griechen mathematische Untersuchungen 
aufgenommen zu haben. Wieweit man ausserdem im 
6ten Jahrhundert gekommen war, das sieht man am 
besten aus dem, worauf man im nächsten Jahrhundert 
weiter bauen konnte. Wenn die Pythagoreer beispielsweise 
die 5 regulären Polyeder entdeckten, so hat das jeden- 
falls mehr als unbedeutende, von ihren Vorgängern ent- 
wickelte, geometrische Voraussetzungen erfordert. 

Weit mehr befriedigende Mitteilungen liegen vor über 
die Mathematik der Pythagoreer. Sind diese auch nicht 
nur unzuverlässig mit Bezug auf das, was dem Meister an- 
gehört und was den Schülern, sondern auch vielleicht 
geneigt den Pythagoreern vieles zuzuerkennen, was nur zu 
ihrer Zeit bekannt wurde, so geben sie doch demjenigen, 
der mit der späteren griechischen Mathematik vertraut 
ist, ein so zusammenhängendes, deutliches und verständ- 
liches Bild von ihrer ersten Entwicklungsstufe, von den 
Bestrebungen, die früh rege waren und später so deutliche 
Spuren in der griechischen, ja in der spätem Mathematik 
überhaupt, hinterlassen haben, dass sie es verdienen zu- 
sammengestellt zu werden. Dadurch wird man die Grund- 
lage für die folgenden Arbeiten am Schlüsse desselben 
Jahrhunderts erhalten und zugleich erreichen, deren Zweck 
richtig zu verstehen, und dabei wird auch die Gestalt, 
die man, namentlich im folgenden Jahrhundert, der Mathe- 
matik gab, ihre Erklärung finden. 

Nach dem Bericht. des Eudemus haben die Pytha- 
goreer zunächst «die Geometrie zu einer wirklichen 
Wissenschaft erhoben, indem Pythagoras ihre Grund- 
lage von einem höheren Gesichtspunkte aus betrachtete 
und ihre Lehrsätze mehr immateriell und intellektuell er- 
forschte. Er hat ferner die irrationalen Grössen entdeckt 
und die Konstruktion der kosmischen Figuren (der regu- 
lären Polyeder).» Zu den specielleren Nachrichten, die 
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^^ -^ .^^ d^xx^i:»^ xxian rationale Zahlen : 
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Propox-t>iö^"^"^ ^ diö liarmonische, ferne 



geomet>xrx 



eohe. ««' 



36 I)i6 griechische Mathematik: 

zahlen, d. h. die Summen der ersten Zahlen der natür- 
lichen Zahlenreihe, und dass sie sich überhaupt mit Diffe- 
renzreihen beschäftigten. Endlich wird berichtet, dass 
Pythagoras die Zahl zum Princip aller Dinge gemacht 
habe, und dass die Pythagoreer sich mit Untersuchungen 
über gewisse ganze Zahlen beschäftigt haben, wie «be- 
freundete Zahlen», von denen die eine gleich der Summe 
der Faktoren der anderen ist, und «vollkommene Zahlen», 
die gleich der Summe ihrer eigenen Faktoren sind (wie 
6 = 1 + 2-4-3). Endlich soll Pythagoras Arithmetik 
und Musik mit der Geometrie in Verbindung gebracht 
haben. 

Wir werden ausführlicher über mehrere von diesen 
Gegenständen und ihre Bedeutung für die griechische 
Mathematik sprechen, wollen aber erst kurz den Zusam- 
menhang zwischen ihnen nachweisen und die gute Über- 
einstimmung zwischen den Angaben, die aus Quellen von 
verschiedenem Werte stammen. 

Zunächst sei auf das Bestreben hingewiesen, die Be- 
griffe Punkt, Linie u. s. w. klar von einander zu schei- 
den. Es ergiebt sich auch, dass man bereits im Besitze 
des Winkelbegriffs war. Hiervon hat man Anwendung 
gemacht sowohl bei der Teilung der Ebene als bei der 
Untersuchung darüber, welche regulären Polyeder über- 
haupt möglich wären. Sicherlich war viel Arbeit zu lei- 
sten, bevor man zu einer so vollkommenen Bestimmung 
und Konstruktion auch vom Dodekaeder und Ikosaeder 
gelangte wie die ist, die wir bei Euklid finden; aber der 
erste Schritt hierzu, die Konstruktion des regelmässigen 
Fünfecks, war gemacht, und man war sichtlich stolz dar- 
auf, soweit gekommen zu sein. In der Konstruktion der 
Fünfecks- oder Zehnecksseite haben wir bereits dasjenige 
Beispiel für die geometrische Auflösung einer Glei- 
chung zweiten Grades, welches die grösste Rolle bei 
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nur der Beweis durch Einteilung in Quadrate unbrauch- 
bar, sondern der Satz selbst *wird sinnlos, da es dem 
beim gewöhnlichen Rechnen gebildeten Begriffe eines Pro- 
duktes widerstreitet, wenn die Faktoren irrationale Zah- 
len sind. 

Diese Schwierigkeit war es, die die Pythagoreer und 
mit ihnen die folgenden griechischen Mathematiker über- 
wanden durch geometrische Darstellung der all- 
gemeinen Grösse. Im ersten Augenblick kann es aller- 
dings so aussehen, als ob hiermit nur wenig gewonnen 
sei, da eine beliebig gezeichnete Strecke ebensowobl eine 
bestimmte Grösse hat wie eine beliebig gewählte Zahl. 
Die gezeichnete Figur dient jedoch nur dazu die Kigur 
festzuhalten, die beschrieben wird, und in dieser können 
die Grössen alle die Werte annehmen, die zu der Beschrei- 
bung stimmen. Die Darstellung einer Grösse durch die 
Länge einer Strecke kann dadurch, ebenso wie die in der 
Algebra gebräuchliche Darstellung durch einen Buchstaben, 
auf kontinuierlich variierende Grössen angewandt werden. 
Die Griechen wussten allerdings ebensowenig etwas von 
negativen wie von imaginären Grössen; aber das Bedürf- 
nis nach den ersteren wird dadul'ch etwas verringert, dass 
die Variationen der Figur teilweise dieselben Verallgemeine- 
rungen darbieten können, die wir nun durch Benutzung 
negativer Grössen erreichen. 

Aus diesen Bemerkungen lässt sich erkennen, dass 
die' Operationen mit den geometrisch dargestellten Grössen 
eine ähnliche Rolle spielen wie unsere algebraischen Ope- 
rationen. Wir wollen deshalb die Lehre von diesen geo- 
metrischen Operationen die geometrische Algebra 
nennen. Diese soll hier so dargestellt werden, wie wir 
sie kennen . teils aus dem zweiten Buche von Euklids 
Elementen, teils aus der Anwendung, die überall von ihr 
in der griechischen Mathematik gemacht wird, namentlich 
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3. Die geometrische Arithmetik. 

In unseren Lehrbüchern findet man durchgehends 
einen geometrischen Beweis für den Satz, dass in einem 
Produkte von ganzen Zahlen die Reihenfolge der Faktoren 
beliebig ist. Dieser besteht darin, dass man die Einheiten 
oder die Punkte, die diese darstellen, in Form eines 
Rechtecks hinschreibt. Jede horizontale Reihe enthält 
die Einheiten des Multiplikanden, und die Anzahl der 
Reihen ist der Multiplikator. Die Vertauschung der hori- 
zontalen Reihen mit den vertikalen ergiebt dann die Ver- 
tauschbarkeit der Faktoren. Benutzt man statt der Ein- 
heiten kleine Quadrate mit der Seite 1, so hat man gleich- 
zeitig den geometrischen Satz bewiesen, dass die Grösse 
eines Rechtecks durch das Produkt der Seiten ausgedrückt 
wird. Unterlässt man dagegen eine bestimmte Einheit 
zu wählen, so erhält man, wenn die Seiten kommensu- 
rabel sind, den Satz, dass zwei Rechtecke sich wie die 
Produkte ihrer Seiten verhalten. 

Von dieser Darstellung rührt die bei den Griechen 
allgemein gebräuchliche Benennung ebene Zahlen her 
für solche, die aus zwei Faktoren zusammengesetzt sind, 
also eine rechteckige Fläche bilden, und die noch jetzt 
gebräuchliche Quadratzahl. Ebene Zahlen heissen ähn- 
lich, wenn ihre Faktoren proportional sind; sie verhalten 
sich dann wie zwei Quadratzahlen. 

Aus dem Quadrat, das eine gewisse Quadratzahl (n^) 
darstellt, erhält man die nächste (/i -f- 1)^, indem man 
längs den beiden Seiten 2n neue kleine Quadrate legt 
und noch eins in den dadurch entstehenden einspringen- 
den Winkel. Diese ganze Ergänzungsfigur, sowie im all- 
gemeinen eine Figur, die die Differenz zwischen zwei per- 
spektivisch ähnlichen Figuren mit einem Eckpunkt^^als 
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Sollen hier a.JLl^ Streoken ganze Zahlen darstellen, so 

müssen zunächst ^=^ ^ZD(== «^) lind ß £)(=©) beide entweder 
gerade oder beide ^^zm. :«::i.^eracie Zahlen sein, damit Aß — 2 Cß 
(oder u — v = 2skt) gerade i?v^erden kann. Die notwendige 

und ausreichende .Bedingung dafür, dass der Gnomon 

AD. BD eine Qia.^»- ^:3.xratzalil Tv^ird, ist demnächst die, dass 
AD und BD äho-ü^^-^® Zahlen darstellen, oder in unserer 
Sprache, dass A JO =^==arrh^ , JB D=an^, also 

z=CD = a—-—^ , Ä?— CjB^a^-^ , y = a . mn. 

Aus einer 0<z>l^^^®^ l^arstellung von Zahlen durch 
Rechtecke und Q,\Jl^^<^^^^ hat sich, wie wir sehen werden, 
die Grundlage füxr die geometrische Algebra entwickelt; 

aber die geometri^^^^*^-*"^ Arithmetik hat auch andere Figuren 
benutzt. Wir lisk.lo^^'^ gesehen, dass den Pythagoreern 
die Kenntnis der- HI> ^^^®*^^ «zahlen zugeschrieben wurde: 
Unter diesen vgj-^^^^^^^ n^an Summen der ersten Zahlen 
der natürlichen ^^ ^^^^^^^^^^^^ » land zwar setzt man die 
Einer der einzeln^ ^«^^ Wahlen als Reihen von Punkten unter- 
einander, so dass ^i^^ ein Dreieck bilden. Man sieht leicht, 
wie diese Darstell i:»^^»^^'^ ^^^^ ^^ einer wirklichen Berechnung 
hat benutzen las»^^*^^' ^ t>^^auchte nämlich nur ein 

zweites kongruentem^ ^ ^^ ^^^kten gebildetes Dreieck so 
an das erste zu le^5'^'*^* ^^^ t^eide zusammen ein Parallelo- 
gram bildeten. Oe^ ^T^eih^ 3®^ex- Reihe gleich viele Punkte 
liegen (/i + 1 bei ^^ Pamll ^^^ Wahlen), so wird die An- 

zahl aller Punkte ^^^^ , ^^ ^"^^S^-a-mms, also das Doppelte 
der Dreieckszahl, r^ ^^^ ist wi "^^^ sieht, dass dieses Ver- 
fahren ganz dasse?l*^^^e Reihe ^-^^ algebraische, bei dem 
man die arithmet>i^^^ ^ ^^ umgekehrter Ordnung 

zu sich selbst adcii^^ ^ie in die« 

Da die Einhei*>^^^^jrden kari ^^ "^'^^ ^^^ Differenz ist, 
willkürlich gewähl'*> "*^^^ *^* ^^^ ^^ ^^^ konstanter 
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Addend in jedem Gliede nur ein Produkt giebt, das zur 
Summe hinzugefügt werden 80II, so hat man nun leicht 
eine beliebige arithmetische Reihe summieren 
können. Übrigens kann man die 
Differenz auch wie in der neben- 
stehenden Figur als eine Strecke 1 1 1 1 h 

abtragen, die unmittelbar eine be- 
liebige Grösse bezeichnet. Aus einer ' ' ' ' "* 
weitergehenden Untersuchung von arithmetischen Reihen, 
die Archimedes in seiner Schrift über die Spiralen vor- 
nimmt, ergiebt sich, dass die Summation auf die an- 
gedeutete Weise vorgenommen worden ist. 

Indem wir uns zurückwenden zur Darstellung der 
Einer durch Punkte, wollen wir noch ein, namentlich 
durch Nikomachus bekanntes, Mittel erwähnen zur geo- 
metrischen Darstellung arithmetischer Reihen mit dem 
Anfangsglied 1 und einer beliebigen ganzen Zahl {n — 2) 
als Differenz. Dieses besteht in der Anwendung der so- 
genannten Polygonalzahlen (n-eckszahlen). Man trägt das 
zweite Glied {n — 1) durch Punkte ab, die mit einem 
festen Punkte ein ;i-eck bilden. Für den festen Punkt 
als Ähnlichkeitspunkt wird dieses Vieleck zu einer Reihe 
ähnlicher /i-ecke ergänzt durch eine Reihe von Gnomonen, 
von denen jeder ein Glied der Reihe darstellt. Für n = 4 
erhält man die Viereckszahlen, oder, da die Gestalt des 
Vierecks gleichgültig ist, die oben genannten Quadrat- 
zahlen. 

Die hier erwähnte geometrische Arithmetik hat man 
auch auf den Raum ausgedehnt. Räumliche Zahlen 
sind solche, die durch ein Parallelepipedon dargestellt 
werden, also Produkte aus 3 Faktoren. Sind diese gleich 
gross, so erhält man Kubikzahlen. Bei zwei ähnlichen 
räumlichen Zahlen sind die Faktoren proportional; ihr 
Verhältnis ist also gleich dem zwischen zwei Kubikzahlen. 
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Eine Pyramidalzahl ist die Summe einer Reihe von 
/i-eekszahlen, anfangend mit 1. Die Vielecke denkt man 
sich über einander gelegt, so dass sie eine Pyramide 
(einen Kugelhaufen) bilden. 



4. Die geometrische Algebra. 

Eine allgemeine, rationale oder irrationale Grösse 
lässt sich erstens durch die Länge einer (geradlinigen) 
Strecke darstellen. Addition und Subtraktion der in dieser 
Weise dargestellten Grössen findet statt durch Abtragen 
der einen Strecke auf der anderen oder auf ihrer Ver- 
längerung. Ein Beispiel für die wirkliche Benutzung dieser 
Darstellung haben wir soeben gehabt in der Summation 
arithmetischer Reihen, die wir bei Archimedes kennen 
lernten. Sie lässt sich überhaupt benutzen zur Veran- 
schaulichung von Gleichungen ersten Grades mit ganzen 
Koefficienten — oder nur mit rationalen, da sich diese 
zu ganzen machen lassen. 

Multiplikation von zwei allgemeinen Grössen hat 
nach ihrer unmittelbaren Bedeutung keinen Sinn. Man 
half sich indessen dadurch, dass man die geometrische 
Darstellung eines Produktes von zwei ganzen Zahlen, die 
wir bereits kennen gelernt haben, auf allgemeine Grössen 
übertrug. Jedoch erweiterte man nicht, wie in der mo- 
dernen Mathematik, die arithmetischen Begriffe Multipli- 
kation und Produkt, sondern statt von einem Pro- 
dukte der allgemeinen Grössen sprach man von dem 
Rechteck aus den beiden Strecken, die die Faktoren dar- 
stellen, und mit diesem Rechteck nahm man die Opera- 
tionen vor. Als Anleitung für die Behandlung konnte 
man indessen, wegen der hiermit gleichartigen Darstellung 
von wirklichen Produkten ganzer Zahlen, beständig die 
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Der hier angeführte Satz findet sich, und zwar auf 
die angegebene Weise angewandt, bei Euklid I, 43 — 44, 
wo er jedoch in einer etwas allgemeineren Form auftritt, 
insofern die Rechtecke mit Parallelogrammen von gleich 
grossen Winkeln vertauscht sind. In Euklids 2tem 
Buche wird dagegen mit Rechtecken operiert. Eine Auf- 
kläi-ung über den Gebrauch, den man, gemäss den Mit- 
teilungen über die Bekanntschaft der Pythagoreer mit 
Flächenanlegung, von den Sätzen dieses Buches lange vor 
Euklid gemacht haben muss, müssen wir indessen in 
seinem 6ten Buche suchen, wo die Anwendungen jedoch 
in einer verallgemeinerten Form vorkommen, die erst von 
Euklid oder seinen nächsten Vorgängern berührt^. 

Ein Rechteck, dessen Seiten selbst Summen sind, 
wird die Summe aller der Rechtecke, die ein Glied in 
jeder der gegebenen Summen zu Seiten haben. An Stelle 
der modernen Formel 



trat die nebenstehende Figur (Euklid II, 4): 



a^ 



/V 



a\ 



ab 



/ 



^ Die Bedeutung der Verallgemeinerung wird in unserem 16ten 
Abschnitte erklärt werden. 



-*. Die geometrische Algebi 
^^ -A.'*:»:feal3€J, aie man jetzt durch 

^ax-st^oll^xa -w^-Qx-cae, ariickten die Alten folg 
^^n em^ S^S^fc^ne Strecke^ß (= , 
^^ -^*^ SlöioiL öiriem gegebenen Quai 
2i"^l^eöi:i, d^ss das (am Rechteck aa 
londe I<^1 a <3 Irxö ras tili ck ein 
<^xaa<ix-at C-^-^'^^^'^—^^) wird. 
I>ieses -KToias-fcx-xjiktiior^, ^velche 
die esll i p^ tii s ciiö JEr*lächen- 

dexr JVira.rag-^1 , ol^s ^A-Xislassen) ^ 

goraa,nri-fc "%?%rix-<3-, ^x-^iobt sich, 
Tvexxxi XXX ^1. XX cix^ JF'igxar, durch welche di« 
^wir<J, ^Txf cix^ ^voi-lx ergehende zurückfüh 
C die JVJTi-fc-fc^ -v^oxx ^^4 ^, und legt man d; 
an dio Sex-fce JO> .^ C^ls Z)^), so sieht man 
eck ^^ Jli^ ^l^i<3lx einem Gnomon wird, m 
Differenz dex- <^uacixate über ßC und ( 
Sprache xxxxserex- ^^Igebra, dass 



= ö5 Ä? 



(S)'-(r 



a 

-r^ :»^ -.-i-r-ici C^S == ö bekannt sin( 

Da ntixx ^ x-a-ij^'-^ ^ 

_ <af ^^ -r^xxx-olx den pythagoreischen 

CX) == -^:^ ' ^^ 

nxid ^^^^"^"^^^^^^ die ^i:ifeabe etwa in die 

I>«^ö ^^"^„3 JBnklici VI, 28 schli. 

hat, lass* ^* ^^ ^ll^emeirieren Form vork( 

doch ixx ^^^^^^^j^^xxn^ ist aber schon bewi 

benutz t>^ 
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II, 5, wo gesagt wird, dass, wenn C die Mitte und £) 
einen anderen Punkt von A B bedeutet, 

AD,DB-^CD^ = CB'^ 

ist. 

Dieser Satz giebt unmittelbar die Lösung derselben, 
aber in anderer Form ausgedrückten, Aufgabe, nämlich: 
Teile eine gegebene Strecke AB in zwei Ab- 
schnitte, die ein Rechteck von gegebenem Inhalt 
bilden (diesen Inhalt müssen wir uns jedoch vorläufig, 
um den pythagoreischen Lehrsatz anwenden zu können, 
in Form eines Quadrates 6^ gegeben denken). Aus Eu- 
klids Data 85 können wir sehen, dass die Alten die 
Aufgabe auch in dieser Gestalt gekannt haben, in der 
sie die geometrische Form für die Aufgabe ist, zwei 
Grössen zu bestimmen, deren Summe und Produkt ge- 
geben ist. Der Übelstand, der mit der zuerst angeführten 
Darstellung der Aufgabe in Form einer elliptischen Flä- 
chenanlegung verbunden war, dass nämlich die Alten ge- 
wöhnlich nur die eine Lösung der Gleichung (1) mitteilen, 
fiel hierbei von selbst fort. 

Auf ganz dieselbe Weise giebt Euklid in II, 6 eine 
(in VI, 29 einbegriffene) Lösung der Gleichung 

ax + x^=h^, (2) 

die die Alten folgendermassen ausdrücken: An eine 

gegebene Strecke 
^4 C B D A ß(= a) ein Recht- 
eck A M gleich 
einem gegebenen 
Quadrat(62)so anzu- 
legen, dass das (über 
das Rechteck ax über 
A B) überschies- 
sende Flächen- 
stück BM ein Quadrat {f>^) wird. Diese Konstruktion 
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c 


/ 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 
/ 





Ni 



^ejxssti 



I^ie geometris 



^o^^. X^fc»«^!^^^®^*^ «wüsche Fla 
C^ die TVr^^*^^^*^^««>- Ist die Aul 



irx 



<iie JVtit-T ^ ^®^^- IstdieAul 

^^ <y ±^ "^^nooaon verwandelt, 

^^o JZk ei^ *^X-ae« GJI/ gebracht 
«1X1 I^unkt der Veriängeru, 

löst ^^f *^^f^»««=l^«n. durch die man 



^--^-^ = (1+-; 






f^ w-^ /^_ <a5 ^ 

V' ^ 1 — ^^^ lässt sich dann mii i 

x-öxsoh^n X^eJrxx-safizos bestimmen. 

^E: u. Isn 1 i ca s Satz II, 6 enthält unn ; 
^oi-solboxx ^A^xxf;sa,l3^ in einer anderen i i 
jexxig-en^ s^-v%r&± S -fc x-e^ oken (A Z) und ßZ 
ciei-en 2:i>i f f ^x-^xi z und deren Rech 
Q,ixacix-a-fc ^^> ^ö^öben sind, und dit ; 
geometx-xs<3ix^ I^ox-xxx für folgende: zwei C i 
i=öeYi, c3ex-exx J3x£FexTexiz und Produkt geg; 
Auf^afc>^ a,xx<3ix XXX dieser zweiten Form bt 
Icara (^-v^ex-^-X^ lEZ xx Jsrlx eis Data 84), so ist es 
dass sx43lx l>ex xlxxien i:eine Porm findet, 
ebenso xxxxxx^xtit;ellt>ax- die Gleicliung 



Ä?^ 



et ^ = ^2 



gen 



wiedex-s:xetot>, w^x« c3x^ ^^^^^^^nanlegunge 
Ci; ixxxci C2). Öfc^ ^^^ ".^. ^^«erer algebra 

die GM^icfa""^ <:^^ ^^^^ ^^^ ^^haJten, berul 
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darauf, ob wir in unserer modernen Umschreibung von 
Euklid n, 6 

BD = x oder AD = x 
setzen. 

Wir sehen also, dass die Alten alle Formen der 
Gleichung zweiten Grades behandelt haben, die positive 
Wurzeln ergeben, und von anderen konnte nicht die Rede 
sein, da negative Grössen ein unbekannter Begriff waren 
(sonst hätten sich 11, 5 und 11, 6 zu einem Satze vereinigen 
lassen). Wegen der hier mitgeteilten geometrischen Lö- 
sung setzten wir jedoch voraus, dass das gegebene Glied, 
das der Homogenität wegen in jedem Falle eine Fläche 
sein musste, in Form eines Quadrates gegeben wäre, und 
die Lösung wurde dann durch den sogenannten pytha- 
goreischen Lehrsatz bewerkstelligt. Dieser, von welchem 
wenigstens spezielle Fälle den Ägyptern bereits bekannt 
waren, wird dem Pythagoras zugeschrieben, ohne dass 
man jedoch etwas darüber weiss, wie er ihn bewiesen 
hat. Der Beweis kann möglicherweise durch Benutzung 
ähnlicher Dreiecke geführt worden sein, kann also mit 
der damals bekannten Lehre von den Proportionen nur 
exakt gewesen sein, wenn die Seiten kommensurabel waren ; 
denn die Einführung der allgemein gültigen geometrischen 
Begründungen hatte damals soeben begonnen, und der 
allgemein gültige Beweis bei Euklid (I, 47) soll, wie 
ausdrücklich bemerkt wird, von ihm selbst herrühren. 
Da Euklid beweist, dass das Quadrat über einer Kathete 
gleich dem Rechteck aus ihrer Projektion auf die Hjrpote- 
nuse und der ganzen Hypotenuse ist, so liegt es nicht 
fem anzunehmen, dass für den älteren Beweis, den er 
ersetzen will, die ihm entsprechenden Sätze über mittlere 
Proportionalen benutzt worden sind. 

Was dennächst die Verwandlung einer Figur in ein 
Quadrat betrifft, die entweder benutzt worden sein muss. 



^t»r Satzes »^^ ^^^ ohne 




I^^d, 



fall 



esixaer 

, "^ Sleich 

Ä«^^ ^^'^^ liierlbei 

bei Tr„?^^ ^^^^^^ :B-orm 




^t^^xr 



>e i] 
^^^^ fxir iriäch 
xi-u.x- €3.±& X^ex--v\ranciJu 
IF^e<3lDLt>e<3l5: liat> ls:^ix:ie bei 

jaM,rx:iJi<32a. ^.'a± cf^xa^ ^foeii 



ls:or 



C^ J Gi<^J^ ^^ ^^^ 



52 I)i^ griechische Mathematik: 

Diese Umformung enthält die Lösung der rein quadra- 
tischen Gleichung. 

Eine bestimmte geometrische Anwendung der Flächen- 
anlegung wird den Pythagoreern zugeschrieben, nämlich 
die Konstruktion der Seite des regelmässigen Fünfecks 
(und Zehnecks). Diese hängt bekanntlich ab von der 
Gleichung 

x^ ^a{a — a?), 

die sich umformen lässt in 

a« =a?^ -|- ax\ 

diese Gleichung wird durch hyperbolische Flächenanlegung 
gelöst. In n, 11 benutzt Euklid genau dieselbe Um- 
formung der Gleichung in geometrischer Form für die 
Lösung der genannten Aufgabe. 

Die Sätze II, 5 und 6 werden nicht ausschliesslich 
für die Auflösung von Gleichungen zweiten Grades benutzt. 
Wir haben bereits (S. 41) eine arithmetische Anwendung 
erwähnt, die Euklid davon im lOten Buche macht, und 
soeben haben wir besprochen, wie sich die Benutzung der 
mittleren Proportionale auf diesem Wege vermeiden lässt. 
Ein anderes Beispiel dafür, dass die geometrische Algebra 
die Benutzung von Proportionen überflüssig macht, findet 
sich in Euklids Beweisen in III, 35 — 37 für die Sätze 
über die Potenz eines Punktes mit Bezug auf einen Kreis. 
Die Sätze II, 5 und 6 sagten aus (vergl. die Figuren S. 
47, 48), unter der Voraussetzung dass C die Mitte von 
AB und D ein Punkt auf AB oder ihrer Verlängerung 
ist, dass 






w^ vv ;^^^ 



>^^^^ ^^Vx 



A v^"^ \jj^ ^ ^^ ^^^"ciittpunkte mit einem Kreise, 
^^'if e/^^% ^^^^ ^>^liält man durch den pytha- 
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«^"^i^ -t ^%^^ ^%^ ^'«^sätze bewiesen. 

.^.i^^^'V^ 1 ^ \mvi5^^^^^^,*^«öetrischen Algebra, die hier 

A ^\0 4^ ' v.«t\oc^ indessen namentlich die Behand- 

^"^ ^K/^"^ ö^^^^ .^^"^ ^^^eiten Grades, also gerade das 

da^^^^ A^^ t ^^^ ^ ^^e^n des Auftretens der irrationalen 

\<sO^. t, ^^A\6 ^^^"^^^^^St^it einer anderen Darstellung als 

Oe^^^^e^ ^ßtx i^^^^^^ gemacht hatte. Bei dieser ßehand- 

Gtrö^ *^^ te ^^^ ^^^^ °^^^ ^^^ Benutzung von Rechtecken 

S^xyX ^ot> . ^^ begnügen, sofern nicht bereits eine schon 

^^^-. QA^^ (^yösBe durch die Fläche einer anderen Figur 

^^ ß-eV?^^^^ war. Während der weiteren Entwickelung der 

%0lX^^^ • hen Algebra und ihrer Anwendung — nament- 

ge^oi^^^^^^ie Lehre von den Kegelschnitten — wurde sie 

Xiclct ö-^ ei^eitert, dass auch andere Figuren zur Dar- 

^o<i^^^ ^derienigen Grössen dienten, mit denen operiert 

'^t^y^^^^ '.g^ indessen klar, dass die geometrische Alge- 

^i^xde. ^^j^j.^ggii^lj in ihrer Anwendung auf Rechtecke 

lyv^ ^^^ ^^jj in der geometrischen Algebra niemals 

xjLt^^ /^ ^^ Einheiten einführt, also mit homogenen Glei- 

I^^BtimDQ ^^^.^^^ _ Parallelogramme die geometrische 

^ti-ungen^^^ mit einbegreift; denn nur dann können die 

^x^tnm ^ ^^ ^^^ Arithmetik die Einer darstellen, mit 

p^iak e, ^ ^^^ gleicher Grösse oder mit kongruenten 

^^^lUogrammen vertauscht werden. Die Dreieckszahlen 

pa^r^llö g ^ ^^^^^ ^.^ ^^^ Flächeninhalt des Dreiecks 

^- \ ^ ^\r^ Missverständnis, das später die römischen 
^^ thun, emm ^ ,. ,. , a{a + l) 

^.^dmesser dahin gebracht hat, diePormel —^— zur 

,. ^cf Hp8 Inhaltes eines gleichseitigen Dreiecks mit 
xi^rechnung ae» xi 

^l Seite a zu benutzen. 
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5. Numerische quadratische Gleichungen; 
Ausziehen der Quadratwurzel. 

Aus der Übereinstimmung zwischen der geometrischen 
Algebra und der geometrischen Arithmetik, angewandt 
auf Rechtecke, geht hervor, dass es von vornherein sehr 
nahe gelegen hat, die gefundene allgemeine Lösung der 
quadratischen Gleichungen auf das Gebiet numerisch ge- 
gebener Gleichungen zu übertragen. Hier begegnete man 
indessen dem Übelstand, dass die Wurzeln im allgemeinen 
irrational wurden. Dass man nach Beispielen gesucht 
hat, bei denen dies vermieden wurde, ergiebt sich aus 
den Bestrebungen solche unbestimmte Gleichungen wie 
a?2_|_^2_-^2 2u lösen. In den Aufgaben, welche die 
Geometrie oder andere Anwendungen darboten, musste 
man dagegen die Grössen so nehmen wie sie waren. 
Wenn man nun eine rationale Lösung, also eine solche, 
die sich durch Zahlen genau ausdrücken lässt, nicht fin- 
den konnte, so waren zwei Dinge zu thun. Einmal 
musste bewiesen werden, dass die gesuchten Grössen 
wirklich nicht rational wurden, und wenn man zu Glei- 
chungen überging, bei denen die gegebenen Grössen be- 
reits irrational waren, so galt es ferner die verschiedenen 
irrationalen Grössen, die vorkommen konnten, zu klassifi- 
cieren; zweitens musste man der Anwendungen wegen 
auch die irrationalen Grössen mit möglichst grosser An- 
näherung ausrechnen. 

Am weitesten brachten die alten Griechen es in der 
ersten der beiden genannten Richtungen. Ein Beispiel 
für eine hierher gehörende Untersuchung haben wir be- 
reits angeführt, nämlich Euklids Lösung der Gleichung 
^.2 _|_ ^2 __^2^ jj^Yid da er diese vollständig löste, so fand 
er nicht nur die ausreichenden sondern auch die not- 
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wendigen Bedingungen dafür, dass Va?^ -f- y^ und ^x^ — y'^ 
rational werden. Er fand also, dass sie irrational sind, 
wenn die Bedingungen nicht erfüllt werden. Von ein- 
facherer Beschaffenheit ist ein wahrscheinlich sehr alter 
Nachweis dafür, dass ^/~^ irrational ist; dieser hat — 
wenn auch mit Unrecht — einen Platz am Ende des 
loten Buches in einigen Ausgaben von Euklid erhalten. 
Abgesehen von der geometrischen Darstellung lässt er sich 

etwa folgendermassen ausdrücken. Soll\/2 = — sein, wo 

n 

der Bruch — so viel wie möglich verkürzt ist, so muss 
n 

man m^ = 2 n^ haben. Hieraus folgt, dass m^ eine ge- 

w, 
rade Zahl ist, also auch m. Da — unverkürzbar ist, 

n 

muss n also ungerade sein. Wenn aber m gerade ist, 
so folgt daraus, dass m^ teilbar sein muss durch 4, mit- 
hin n^ durch 2, folglich dass n gerade ist. Da nun n 
nicht zugleich gerade und ungerade sein kann, so kann 
\/2 nicht ein unverkürzbarer Bruch sein. 

Ein ähnliches Verfahren lässt sich wie bekannt im 
allgemeinen benutzen um nachzuweisen, dass eine Wurzel 
aus einer ganzen Zahl kein Bruch sein kann. Mehrere 
Sätze im 8ten Buche Euklids mögen ursprünglich mit 
diesem Ziel vor Augen entwickelt und in älterer Zeit auch 
dafür benutzt worden sein. Das gilt z. B. vom 6ten Satz, 
der -^ wenn auch in einer anderen Form — ausdrückt, 
dass eine Potenz eines unverkürzbaren Bruches selbst ein 
unverkürzbarer Bruch sein muss. Indessen giebt es noch 
ein allgemeines Mittel, das Euklid im lOten Buche giebt 
um die Rationalität einer Grösse zu prüfen oder, was 
dasselbe ist, die Kommensurabilität zweier Grössen. Dieses 
besteht in der Anwendung derselben Operation, die zur 
Bestimmung des grössten gemeinschaftlichen Maasses der 
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beiden Grössen dient. Sind die Grössen durch Strecken 
dargestellt, so muss man die kleinere b auf der grösseren 
so oft abtragen, dass der Rest c kleiner wird als b, dar- 
auf c auf b u. s. w. Lässt diese Operation sich bis ins 
Unendliche fortsetzten, so sind die Grössen inkommensu- 
rabel. Auf diese Weise findet man leicht, dass eine Strecke 
durch stetige Teilung in Abschnitte geteilt wird, die in- 
kommensurabel mit sich und der Strecke selbst sind. 
Heisst nämlich die Strecke a und die Abschnitte o? und 
y, so hat man 



Die Operation, die zum grössten gemeinschaftlichen Maass 
führen soll, wird also eine fortgesetzte Teilung der neuen 
Abschnitte, so dass sie sich offenbar nicht zu Ende füh- 
ren lässt. 

I Da nun solche Wurzeln von Gleichungen zweiten 

Grades, die mit den gegebenen Grössen inkommensurabel 
werden, sich nicht durch diese und durch Zahlen aus- 
drücken lassen, so ist es begreiflich, dass die Griechen 
bei exakten Untersuchungen keine Näherungswei*te ein- 
führten, sondern weiter operierten mit den gefundenen 
Grössen, die dargestellt wurden durch die Strecken, die 
sich aus der, der Lösung der Gleichung entsprechenden, 
Konstruktion ergaben. Es ist das ganz ebenso, wie wenn 
wir Wurzeln nicht ausrechnen, sondern uns damit begnügen 
diese durch Quadratwurzelzeichen und andere algebraische 
Zeichen auszudrücken. Da indessen eine Strecke wie die 
andere aussieht, so erhielt man dadurch nicht denselben 
Überblick, den die Zeichensprache uns gewährt. Deshalb 
wurde es notwendig eine Klassifikation der irrationalen 
Grössen vorzunehmen, die sich durch successive Lösung 
von Gleichungen zweiten Grades ergeben hatten. Eine 
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solche Klassifikation wurde zu Piatos Zeit von Theätet 
vorgenommen, und seine Arbeit ist von Euklid fort- 
gesetzt und ins lOte Buch der Elemente aufgenommen 
worden. Bei Besprechung dieses Buches werden wir dar-- 
auf zurückkommen und wollen hier nur bemerken, dass 
diese Arbeit auch eine Prüfung der Fälle enthalten musste, 
in denen eine Grösse, die scheinbar einer Klasse an- 
gehört, sich in Wirklichkeit auf eine andere zurückführen 
lässt, also die Aufhebung doppelter Irrationalität. 

Die Anwendungen dieser Klassifikation finden wir 
da, wo eine exakte Bestimmung von Grössen gewünscht 
wird, die von Quadratwurzeln abhängen oder überhaupt 
bei Gleichungen zweiten Grades gefunden werden. In der 
elementaren Geometrie gilt dieses von den Seiten regu- 
lärer Polygone oder den Kanten regulärer Polyeder. Mit 
dieser letzten Anwendung hat Theätet sich besonders 
beschäftigt und sie spielt eine Hauptrolle in Euklids 
Elementen. 

In diesem Werk vermisst man dagegen jede genäherte 
numerische Berechnung. Das findet vielleicht seine Er- 
klärung darin, dass man durch eine solche Berechnung 
die absolut exakte Bestimmung bei Seite lassen würde, 
die in der Geometrie beabsichtigt war; aber andererseits 
dürfte es auch damit zusammenhängen, dass den Griechen 
sowohl das Vermögen wie gute Hülfsmittel zu jeder wirk- 
lichen Berechnung fehlten, ein Mangel, der in verstärkter 
Weise hervortritt, wenn man über die vier einfachen Rech- 
nungsarten hinausgehen muss, also schon bei der Berech- 
nung der Quadratwurzel. 

Indem wir uns vorläufig an das allgemeine Hülfs- 
mittel halten, so wird sich die griechische Zahlbezeich- 
nung (von der wir später Gelegenheit finden werden mehr 
zu sagen) doch wohl, wenn man sie so einübte, wie wir 
in unserer Kindheit in der unsrigen geübt werden, weit 




eich 







ror erweisex. ^,« »»-««t.lc: 

e»i Berechnung "^*** «icfa 

3 Mittel Wie • ^** "»«ö w^r^*^ ''°"^'"*^ ™r 

»- Daas di« v^'P*^"*® Itec^ «"ch solche me- 

»ioh utn die n ^^^»^^eiclxr.^i^*''^«'*«' ^ » 

^.. jedoch darau^'i^"^'^« S-o«^ ''"^^ ""«"i«'^'^. 

,atik auf ihrer '^'..'^*«« daiSaTf ^' ^"'^«'^ ^"delte, 

^olloniue _ Mrf^«*^»» HöH« ', *^« die griecbsche 

:i,teterMathen,atiw"I' ^'^ ^^e^e« J"?' '^'^^^'^^^^ 
^«a Beweise «^^ ^er Gege^^ ^^'^^^^ «» wohl 
Tt:,ilden müssen. ^T^"^ kann ^^^'^ '"J^«» uubekaimte 

^«» zu können ^ ^^hlen vot. ^®^°«dere Sjsteme 

^ber Sandrechnur^^'^^^ies''.?"^'^^^«^««« 
^ U«endhehkeit ^^«»S, U, ^« thut das in «einer 

^^ berechnet. ^,^ ^^ ^^^le. Jeiif ' ''°" '^or.m^^n, 

.X^era kann, ^ ^ele Sa^^^^^^^e geben wiJJ „nd 

43^J-o«sen be««^ '^an dieser ^"'\^' ««« der ganzen 

der den Grieehef^ ^^^ioht "^ ^'° Sandkörnern 

^;t»I:>«^chnun ff»^ ««ibst - *^«^ keineswegs z« 

Wt der baK.,1. ^^ er^*^. ^^hischfin a.* 



^ der Babyiouier ^^ ^«t^ol ^'''^''' ««"^em 
^, on die Berechnn^^ "^-«^ische Rechnungen 

^«°V2 erwähn«.*" ^^* ^^^dratwurzel bei den 
^^^^ten arithC^«^^. ^i. ^''"'«* ^-« besondere 



'''^* <Jer J^^^cie T • ^'^ ^« g«o- 

^^ ^ '-ä ^ ' ° ®*St Satz 9 
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Ren; Quadratwurzeln. 
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von Rechtecken 
d ist er bewiesen 



e^ a ^^ ^**^V ^*^ Lehrsatzes, angewandt auf 

^^^^^■^ A^^tv%^^\^,.^ "^^-^Ke Dreiecke. Das dürfte da- 



die ^ 



5^ f^^ ^>' • ^^ ^"^^ ge Dreiecke. Das dürfte da- 

^^^ vv^^^ z,t:^^^\C^®^ ^^^\^oA^^^®^ ^2 eben als Hypotenuse 

^^' .iv'^td foKÜ^'"^^ ^^^^-4^^dargesteUt wird. Ist 

> ^ g «»^^X\^\A^ ^^® Senkrechte auf ^ Ä in Z) 

p ^^t, so wird DB = DZ und 




Üm diQ Anwendung der gefundenen Gleichung deut- 
lictter 



zu zeigen, wollen wir 



CD = x, BD==^y 






wodurch 



eichnet man die letzten beiden Grössen mit y^ und 



a?i» 



voi^ 



so hat man 

Die gefundene Gleichung dient dazu, aus einer Lösung 
einer der beiden unbestimmten Gleichungen 
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in ganzen Zahlen eine Lösung der anderen in den grösseren 
Zahlen ds-^=x-{'y und y^ = 2x-\-y abzuleiten. Fährt 

man auf diese Weise fort, so werden die Werte — , — 

u. s. w., die abwechselnd zu klein und zu gross sind, 

sich v2 immer mehr nähern. Man kann ausgehen von 
x = y = l. 

Auf ähnliche Weise kann man in anderen speciellen 
Fällen das Ausziehen der Quadratwurzel vorgenommen 
haben. Das hat dann in Verbindung mit den unbestimm- 
ten Gleichungen (wie x^ -\- y^ == z^)y mit deren Hülfe 
'man Zahlenbeispiele bildete, bei denen das Ausziehen der 
Quadratwurzel vermieden wurde, dazu beigetragen bei den 
Griechen die Fertigkeit in der Behandlung gewisser un- 
bestimmter Gleichungen zweiten Grades zu entwickeln, 
von der in einer viel späteren Zeit die Schriften des Dio- 
phant Proben enthalten. Dass man zu solchen speciellen 
Methoden seine Zuflucht genommen hat, zeugt dagegen 
nicht von einer irgendwie allgemeinen Fertigkeit im Aus- 
ziehen der Quadratwurzel. Von allgemeinen Hülfsmitteln 
hatte man jedoch erstens dasselbe zur Verfügung, das wir 
benutzen, nämlich den Ausdruck für (a-\-b)^, dessen 
geometrische Form den Anwendungen kaum ferner lag 
als unsere algebraische. Zweitens führte eben das Ver- 
fahren, durch das man, wie wir gesehen haben, prüfte, 
ob eine Grösse irrational sei, geradeswegs zu einer Me- 
thode der Berechnung, die ungefähi* mit einer Entwicke- 
lung in Kettenbrüche zusammenfällt. 

Wie man aber verfahren ist, das lässt sich unmittel- 
bar aus den Schriftstellern, bei denen sich genäherte Aus- 
drücke für Quadratwurzeln finden, nicht ersehen, da sie 
nur die Resultate anführen; aber man erhält doch eine 
Vorstellung davon, wie sehr oder richtiger wie wenig ent- 



./ 
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\\^ hJ\ e'öa, ^^ -^^* ^^^ bezeichnend ist es, 

^^-^a"^ '^^ ^^>cie Bestimmung von jt, als 

r^^^^^^A^^ ^^^^^^Tx"^"^"^ 3^? liegend, durchgeführt 

0^ . ^ ^ V^^ ^^Xv^ "Vvird man nämlich erkennen, 

^^.^c^ kY ^^iVe ?>^^^%v r^-*^^sse Mühe im Stande gewesen 

i' A>^^di \^^ ^^^O A^^^®" Schwierigkeiten zu über- 

^^0^ ^^^ ^^ V\\ ^\fe • ^^ numerische Berechnung und 

\i> ^' Vi ^^ \ ^ dieser vorkommende Ausziehung 

^^^''^^^^ ''''^ der man vor Archimedes zu- 

yotv e^^^ <tX^ß^ ^aren die entsprechenden Berechnun- 

x^<^ X}Xi^^ Xi\2^^ ptaktische Anwendung von Quadratwur- 

V^®^ ri 'VVö^^^®- Es ist deshalb natürlich, dass man 

^®^' t^^^ von diesen bei Hero findet, der mit prak- 

*^.^ vc^^^^ Sendungen vor Augen schrieb. Man findet so 

- ^eV^®^ es deutlich wird, dass er im Besitze einer 

.^&^^\ Methode gewesen ist. In seinen Bestimmungen 

^^^^^lic^®^ ^^^ Genauigkeit jedoch nicht sehr gross im 

- ApiT y^^'*'^ _ „ . .1 x-^^T TIM :^i.4. :^ 



^^e't ^®y . 2U der allgemeinen theoretischen Einsicht, in 
' Besitz man damals schon seit Jahrhunderten ge- 



3.eren ^^^ Umstand, dass er wirklich Quadratwur- 

.^esen ^ -^^ ^^^^ .'^ Verbindung damit, dass wir zum 
^^^^ ^^ale bei ihm Beispiele für eine durchgeführte Be- 
er^*^^ numerischer Gleichungen vom zweiten Grade 

j^^ndlung^^ ^^^^^ ^^^ ^^^^^ ^^^^ ^^g Qj.^^ ^2 einen 

^^^r koefficienten a hat, er dieses in a« a?^ verwandelte 

^ ^Multiplikation der Gleichung mit a, und demnächst 

^^'^^ 1 Unbekannte betrachtete. Euklid hatte allerdings, 

^^ ^-^ hen werden, auch derartige Gleichungen behandelt 

"^^^^bSdies auf eine allgemein gültige Weise, die auch 

xxt^^ ^ bleibt, wenn der Koefficient a irrational ist; 

^xx^^^ *^^ ^.^gg' allgemein gültige Form der Behandlung 

^-fcjer gera^^ deutlich, wie man sich bei der praktischen 

^fecbnung verhalten hat. 
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Indem wir ganz zu Hero hinuntergegangen sind, 
haben wir jedoch die Berechnungen ausser Acht gelassen, 
die bereits vor seiner Zeit ausgeführt worden waren bei 
der Ausarbeitung der Sehnentafeln der astronomischen 
Schriftsteller. Diese waren in dem, in der Zwischenzeit 
von den Chaldäern eingeführten, Sexagesimalsystem aus- 
geführt. Da Hero hiervon keinen Gebrauch macht, so 
dürfen wir annehmen, dass sein Verfahren im wesent- 
lichen das ursprünglich griechische war, das damals nur 
mehr entwickelt gewesen ist als zu der Zeit, mit der wir 
uns jetzt zunächst beschäftigen. Die Quadratwurzeln, die 
sich bei Ptolemäus finden, sind dagegen in sexagesimalen 
Einheiten etwa auf dieselbe Weise ausgerechnet, wie man 
jetzt Wurzeln in Decimalbrüchen berechnet. Es wurde 
vorhin berührt, dass die Griechen früher schon die theo- 
retische Grundlage für eine solche Berechnung nach der 
Formel für («+ b)^ besassen; diese konnte sie also natur- 
gemäss bei dem grösseren Bedürfnis der Astronomie nach 
numerischer Genauigkeit zu einer wirklichen Ausführung 
solcher Rechnungen führen. Die schon erwähnten alten 
Tafeln über Quadrat- und Kubikzahlen im Sexigesimal- 
system (S. 13) könnten jedoch wohl darauf hindeuten, 
dass das Wurzelausziehen in den babylonischen Ländern 
lange bekannt gewesen sein mag, und dass die Griechen 
auch in dieser Beziehung etwas von den östlichen Völkern 
haben lernen können, als das Sexagesimalsystem bei ih- 
nen eingeführt wurde. 

Wir werden kaum fehl gehen, wenn wir in der Ent- 
deckung und der späteren Behandlung der irrationalen 
Grössen den Ausgangspunkt sehen für das, was sowohl die 
Hauptstärke, als auch die allerschwächste Seite der griechi- 
schen Mathematik ausmachte. Unter der beständig fort- 
gesetzten Bemühung jeden Beweis auch auf diejenigen Grössen 



^"WJ'^^X^ ^^"^^i^igen ; Quadratwurzeln. 63 

J ^ ?vS?^\^^^^^ ^^^b nur näherungsweise durch 
^ O^ Ä^ 'icV^ ^^^^ ^^^d bei denen deshalb Zahlen- 
/o ^i>^^0r v^ ^'^ ^^^'örden, entwickehen sich die 
'""^^V > vviV^^^ ^^^ ^^^ ^^ Unfehlbarkeit der Schlüsse 
^e^^^Ä^^ <^ t>^^^^^^ ^V ^^sdrucks, durch deren Erfül- 
^l(e^^\^ ^^A ^^ ^^X^ Exakte Wissenschaft gewor- 
utv^ ^^^ O-^ . Atiß\t\A^ * iria thematische Gewissheit und 
\v\^^ \e>^^ Q^^ "u Öl^xx O ^^^-^ geworden sind. Die Griechen 
de<^ vO^'^^^d'^"^ /^^^rid gelegt, der erforderlich war 

aV>^^\> ^^ ^oc"^^^^^^"^^^ Gedankenbau des Archimedes 
^a^^ d^^ \\oT^^^^ ^^ tragen. Zu derselben Grundmauer 
^"^^ >-'P^wvod®^^^ Mathematik zurückkehren müssen, als 
^^^ ^ AV^ 1a^8®^ Zwischenräume wieder ihre wissenschaft- 
^fg^ t>^^^ d^etitung aufrichten sollte; ja zu den von den 
\i6V>® entwickelten und hochgehaltenen logischen Grund- 

i^r^^^^ Ixsxvai sie sogar in unseren Tagen ihre Zuflucht, 
e^^^®^ o neue der, jetzt auf arithmetischem Wege auf- 
xxTOO- ^ jlathematik dieselbe Sicherheit zu geben wie 

^^f^^ '^j^ ^^Q Griechen unter geometrischer Form er- 
wies w ' j^^ ^^ jjg Infinitesimalrechnung unanfechtbar 
^^ichten, 

macben. 

^^ Eine so grossartige Leistung hätte keineswegs Gleich- 

• keit zu zeigen brauchen gegenüber den Versuchen 

g^ . . näherungsweise zu berechnen, was sich mit voller 

^^^''^uißkeit nicht geben lässt. Archimedes zeigte, dass 

^^^^"^.y^Q ^QY Grenzen, zwischen denen die gesuch 
^^^^QYÖQ&en liegen müssen, aber sein Beispiel wurde in 
t^^ "hrißen streng mathematischen Werken nicht befolgt. 
^^ . eg dass die praktische Berechnung als etwas 

^^ ordnetes betrachtet wurde und nicht die verdiente 

f^^ ksamkeit bei den eigentlichen Mathematikern fand, 
A^ , ^^ besten imstande gewesen wären die dahin 



^ei^**-- D^^ ^.^ Resultate einer solchen Rechnung auf un- 

'^^ v+Korpr Weise aufstellen und beweisen kann, nämlich 
i^fecntoarei '^ • i, j j- i. 
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gehörenden Methoden zu verbessern. Zu wie grossem 
Schaden es der Mathematik selbst gereichen sollte, sich 
in dieser Weise von den Anwendungen fem zu halten, 
das werden wir später kennen lernen. 



6. Das Unendliche. 

Es ist bekannt, dass Pythagoras die Zahl zum 
Princip aller Dinge machte, indem er sagte: «die Dinge 
sind Zahlen.» Da Zahl bei den Griechen ganze Zahlen, 
die Zahlen der natürlichen Zahlenreihe bedeutet, so stimmt 
dieser Ausspruch wohl ganz im allgemeinen zu den früher 
erwähnten Studien der Pj^hagoreer über die Lehre von 
den ganzen Zahlen und zu der mystischen Bedeutung, die 
sie gewissen Zahlen Verbindungen beigelegt haben. Schwierig 
bleibt es jedoch, eine zu der Mathematik der Pythagoreer 
stimmende, ganz unmittelbare Bedeutung in den Wortlaut 
dieses Ausspruchs hineinzulegen. Eine solche Bedeutung 
müsste nämlich den späteren, mehr idealistischen Aus- 
legungen vorangegangen sein. So wie sie da stehen, kön- 
nen die Worte kaum etwas anderes bedeuten, als dass 
alle Dinge sich durch Zahlen bestimmen lassen. Da hier- 
bei nicht wohl von etwas anderem die Rede sein kann 
als von der Grösse der Dinge, so wird gesagt, dass diese 
sich durch Zahlen ausdrücken lasse. Das ist auch in 
derThat der Fall mit kommensurablen Grössen, wenn 
man eine hinreichend kleine Einheit wählt. Es würde 
deshalb nicht weiter erstaunlich sein diesem Ausspruche 
zu begegnen — wenn nicht gerade die Pythagoreer ent- 
deckt hätten, dass Grössen derselben Art nicht immer 
kommensurabel sind, dass also der angeführte Ausspruch 
seinem Wortlaute nach falsch ist. 






\i*^^v ^'"^ '•^endliche. 65 

,0^ \iy \ r^sQ^ ^x^ ^^^er versuchte Erklärung, die 

yyO^^" ^ ^ V ^^^t ^^^^^ dem griechischen Gebrauche 

^ d^ 00 ^ ^^ '^V«2^ ^och nicht unrichtig zu sein. 

^i^^O^^^^^^eJP^^'^^V^^^^ sein als die Entdeckung der 

^^0 \S^ ^^ Vt "^ '^^Vö ^^* i^ gerade das Bestreben, seine 

^^^^ ^^^t^^'^^^vAet^ ^^^^^r^' ■'^^''" ^"^ Entdeckung der in- 

j^o^^e^ ^^^ . ^^ :^ geführt haben. Eine philoso- 

' ^v^^ e>^^^Qt^ ^ • V ^^ ^"^an schon viele Betrachtungen 

^o<^^^e et ^^' f^ ^^^ indessen nicht so leicht auf, 

^\vV^^-^^^V^ ^ X^^^ ^enu sie sich in ihrer ursprüngUchen 

£iwg>^ ^ d^^ 0\ö ^^Y^cjhtig erweist. Man modificiert diese 

^^^^^\^!^ ^etö-^^gi dasB sie fortdauernd anwendbar bleibt. 

^^ Ae^^^^ Yie TÄodifikation konnte im gegenwärtigen Fall 

^^ e ^^ ferti liegen. Wenn man die Inkommensurabili- 

\G^ ^^r^ rossen dadurch fand, dass die Rechnungen, die 

^-^ voi^ tnung des grössten gemeinschaftlichen Maasses 

^\xt ^^^ -ßji ins Unendliche fortsetzten, so lag es nahe zu 

^x^r^^^' ^g^gg (lag grösste gemeinschaftliche Maass dann 

-^cjti^^P. , '^lein und unendlich viele Male in den Grössen 

^^end 1 , j^^ diesem Falle wurden die Diujge bestimmt 

^j^tha ^jßche Zahlen oder durch unendliche Annähe- 

^^Tcb gi^j-acht durch Verhältnisse zwischen immer 

j:i:ii3gen, ^^ " ^ 

faseren Zahlen. 

^ Es würde jedoch kaum statthaft sein diese Erklärung 

llen wenn es sich nicht nachweisen Hesse, dass 

^^izu .'yiq und andere Mathematiker zu ihrer Zeit 

pytnag ^^^ ähnliche Weise Grössen durch unendliche 

wi^^.^^^^^g bestimmt hätten. Wir besitzen allerdings 

^^^^ direkten Mitteilungen über solche Bestimmungen, 

^^^^^'hre Existenz geht aus dem Kampf hervor, der gegen 

^\yor 1 ^btigung geführt wurde, namentlich von Seiten 

ilat-e e ^^^^ piuiosophischen Schule, nämlich der elea- 

^iiier ^^^ meine hiermit die bemhmten Sophismen, 

^IBC e • gfjfter Zeno von Elea um die Mitte des 

^ie von inrem ^ ^ 
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Jahrhunderts aufgestellt wurden. Diese gehen überhaupt- 
darauf aus die Ungereimtheiten zu zeigen, zu denen man 
gelangt, wenn man annimmt, dass die kontinuierlichen 
Grössen aus unendlich vielen unendlich kleinen Teilchen 
zusammengesetzt sind. 

In zwei von den Sophismen wird bewiesen, dass Be- 
wegung unmöglich sei. Der erste Beweis lautet folgender- 
massen. Um von einem Orte zum anderen zu gelangen 
muss man, bevor er erreicht wird, zuerst die Hälfte des 
Weges zurücklegen, dann die Hälfte von der Hälfte u. s. w. 
bis ins Unendliche. Die Bewegung verlangt also, dass 
unendüch viele Stücke des Weges durchlaufen werden, 
ist also — sagt Zeno — unmöglich. 

Auch nicht — sagt Zeno in dem zweiten Sophisma — 
kann der schnellfüssige Achilles die langsame Schildkröte 
einholen; denn er muss erst die Stelle erreichen, die die 
Schildkröte jetzt einnimmt, darauf den Weg durchlaufen, 
den die Schildkröte mittlerweile gekrochen ist u. s. w. bis * 
ins UnendUche ; aber auch diese Unendlichkeit zu erreichen 
ist unmöglich. 

Da nun Zeno gewiss nicht die Realität der Bewegung 
bezweifelte, so ist seine Absicht eine andere gewesen, 
nämlich die, es als unmöglich hinzustellen, die kontinuier- 
liche Bewegung durch eine solche Zerlegung in einzelne 
diskrete Momente zu beschreiben. Das, was er bekämpfen 
will, muss indessen von seinen Gegnern geltend gemacht 
worden sein. Was ist das nun? In seinem ersten So- 
phisma ist es die Richtigkeit der Behauptung, dass 

1 = ^. + (.J)2 + (^)3 -f ... bis ins Unendliche. 

Im zweiten Sophisma ist es, wenn wir annehmen, 
dass Achilles sich n-mal so schnell bewegt wie die Schild- 
kröte, die Behauptung, dass 

1 H 1 — 5^ + • • • bis ins Unendliche 



^ 



^ IT cy <^^^ ^^VT- ^^ ^"""^^^ ^^'* Achilles wirk- 
i^^^/^<^^ iV^^ %.^>^.^^^^^^^röte zu erreichen, so haben 

\o^ <^ 0^^^ awlÄlxx^ ^^^' ^»8s ^®r endliche Wert der 

"^^^^^ a^^ -r ^^ >anendlich vielen Gliedern -^?— 

.o^^ <lV^^^,vvt^%^^^ di^^^"^^*^^" "^^^^ «^ unmittelbar in 

^ V'^ N^^tiiT A^^"^"" als absurd angesehen haben 

^^^' -^e^"^ tO^"^' . ^^^ Gegner nicht, wie ich annehme, 

^^?\ ^^aW ^"^^^.^^^'^^^^^ aufgestellt haben, beinahe ihn 

^^^et: ^ iV^teti ^ntäecker ansehen müsste. Ohne mathe- 

^^^y^et, ^^^^ SiT^^ ^^^ öline solche Einsicht verfällt man 

^^ ^t>^^^^^ ^\>erTaaupt nicht darauf, diese in mathematischer 

^&^^^^fZx ftucW^^^^i^ Zerlegungen vorzunehmen. Wir sehen 

^3!%.ty^^^ gg man in der Mitte des fünften Jahrhunderts 

gtlö^' g nach der Summation einer unendlichen Quo- 

3^^^ ^j^e nicht fremd gegenüberstand, einer Summation, 

t»i^^ ^ ^Y später Archimedes eine Anwendung unter 

^ voi^ Sicherheit gewährenden Formen, werden machen 

^Össere ^ 

^^ Von einem streng logischen Standpunkt aus hat 

o ledoch recht. Es kann nämlich nicht gestattet 

^ ^ deii, unendliche Grössen zum Beweise positiver Resul- 

^^ zu benutzen, solange s, das Unendliche nur durch sei- 

*^ Namen erklärt ist, denn in diesem liegt nur das rein 

^^ ative dass es unerreichbar ist. Innerhalb der griechi- 

ifn Mathematik pflichtete man auch dem Zeno bei, 

^^ a zwar in dem Grade, dass der UnendlichkeitsbegrifE 

^^ ositives Beweismittel im nächsten Jahrhundert ganz 

^^^ drängt oder auf eine Weise umgangen wurde, die gegen 

^t^liche Angriffe Sicherheit gewährte. 

^ Sofort geschah das jedoch nicht. Die atomistische 

Vi le die die physischen Körper als aus unteilbaren 

^^ i'keln zusammengesetzt betrachtete, hat sich gewiss auch 
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auf eine infinitesimale Untersuchung der geometrischen 
Zusammensetzung dieser Körper eingelassen, ja wahrschein- 
lich mit ihr begonnen. Das ist namentlich mit Demo- 
krit, dem bedeutendsten Manne dieser Schule, der Fall 
gewesen. Es wird berichtet, dass er die Frage behandelt 
habe, ob zwei unendlich nahe liegende parallele ebene 
Schnitte eines Kegels als gleich oder ungleich gross be- 
trachtet werden dürfen. Im letzteren Falle würde der 
Kegel treppenförmig aufgebaut sein, im ersteren würde er 
ein Cylinder sein. Diese Frage kann sich ganz natürlich 
erhoben haben, wenn man — wie in unseren elementaren 
Lehrbüchern bei Gelegenheit der Pyramide — durch ein 
integrationsartiges Verfahren das Volumen eines Kegels 
zu berechnen oder auch npr Sätze über die Gleichheit 
von Kegeln zu beweisen versuchte. Auf die Beschäftigung 
mit infinitesimalen Fragen deuten vielleicht auch die Titel 
von mehreren seiner Schriften, die alle verloren sind, hin, 
nämlich «Über inkommensurable Strecken und Körper», 
«tl^ber die Zahlen», und vielleicht auch der Titel «Über 
Berührung zwischen dem Kreise und der Kugel». Im 
übrigen weiss man nichts von seiner mathematischen 
Thätigkeit, vielleicht weil in der folgenden Zeit die Mathe- 
matik namentUch durch Piatos Schule oder doch in Ver- 
bindung mit ihr gefördert wurde, und diese die Philosophie 
des Demokrit vollständig verwarf. 

Hat nun auch die Thätigkeit des Demokrit den 
Begriff des Unendlichen soweit vertieft, dass die darauf 
gebauten Begründungen an Zuverlässigkeit gewannen, und 
hat sie vielleicht ferner dessen Verwendbarkeit für wirk- 
liche mathematische Untersuchungen wie über den Inhalt 
des Kegels gezeigt, so hat dieser sich dadurch doch nicht 
als anerkanntes mathematisches Beweismittel zu behaupten 
vermocht. Mehr als Zenos Dialektik, die von einem 
überlegenem Gesichtspunkte darauf ausging das Unzurei- 



/ 
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\0^ ^ V^.-^^^^^^*^ ^ Griffes nachzuweisen für die 

<^^<r^ 00 . T'^^^^.^^C^^ ^^^^ ^^^ °^®^^ unfreiwil- 

^^J^^^ V^^€^ ^"^^t^i--"* ^^ ^^^^^ ^^ ®^^^ gebrauchen 

ey^^ (^yS> ^^\\öli ^tvt^^^^ lässt sich der Beweis des So- 
* 0t> >^ ^^ a,Ä^^^^^X\ V- ^^^» der darthun sollte, dass der 

v^V^ 0^^ ö^"^ • T\' ^^^ ®^®^ ^^ gross ist wie ein 

^^e^ -^o*^ -y^^ * ^^ Beweis lässt sich — wenn wir 

dt^^ v>e^^ i\\>^^^^^ ^^ Berichte seiner Gegner verlassen 

ge^^ ^tP^ ^^^"^ ^^^g^Tcidermassen wiedergeben: In den 

^^f ^^t> . ^t ^^^^ ^^^ gleichseitiges Dreieck beschreiben und 

^^^^:^0 ^^^ . duTcli Halbieren der Bogen reguläre Polygone 

^ -cO^^ Y^txiß^^^^ Seitenzahl. Durch Fortsetzung bis ins 

^^ ^^^"he f^^^^ ^^® Polygon mit dem Kreise zusammen. 

tTt>^^ ^n sich alle diese Polygone quadrieren, folglich 

^ der Kreis. 

^-cicVi solche Missbräuche wurde das Vertrauen zu 

• 'malen Betrachtangen in dem Grade erschüttert, 

xrifi»^ endlich Eudoxus den Weg fand, auf dem sich 

^^^^Ricbtigkeit hierher gehöriger Schlüsse vollständig be- 

<i^^. ^ ^»ggt^ dieser nicht mehr zur Aufstellung des Un- 

^^^^T'hkeitsbegriffes benutzt wurde; vielmehr wurde dieser 

f^ dem sogenannten Exhaustionsbeweise umgangen. 

^ rvi diesen, der zu der Zeit, die uns jetzt beschäftigt, 

h nicht zur Verfügung stand — werde ich mich je- 

^^^ erst auslassen, wenn wir seine Anwendungen bei 

d^^ j^gj^^en lernen. Ebenso werde ich damit warten, 

"^-^ 't dem Exhaustionsbeweise nahe verwandte Propor- 

^^^ 1 hre des Eudoxus zu erklären, bis wir sie im 

t'^^'^ Buche des Euklid antreffen. Hier will ich nur 

^^^ k n dass diese unmittelbar auf inkommensurable 

^^^ l^pncso anwendbar ist wie auf kommensurable, 

(5^rössen eoeii»^ 
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so dass Proportionen zwischen inkommensurablen Grössen 
nach der Zeit des Eudoxus dieselbe Gültigkeit haben 
wie Proportionen zwischen kommensurablen Grössen. 



7. Die Quadratur des Kreises. 

Von diesen mathematischen Principienfragen wenden 
wir uns nun zu einzelnen bestimmten Untersuchungen, 
die gleichfalls im 5ten Jahrhundert begonnen sind und 
die Mathematiker in der ganzen voreuklidischen Zeit, ja 
über diese hinaus, beschäftigt haben. Wir haben soeben 
die Quadratur des Kreises berührt. Hierbei kann man 
sowohl an die Aufgabe denken, mit passender Annäherung 
Inhalt und Umfang des Kreises zu berechnen, als auch 
an die andere, ein Quadrat zu konstruieren, das gleich 
der Fläche des Kreises ist, und damit zugleich eine Strecke, 
die gleich seinem Umfange ist. Nach dem Vorangegan- 
genen wird man verstehen, dass ^ie Lösung der letzten 
Aufgabe durch ihren exakten Charakter und dadurch, 
dass sie hinterher zur Berechnung benutzt werden konnte, 
als das erstrebenswerte Ziel erscheinen musste, dem gegen- 
über man bis zu Archimedes die beschwerlichen Rech- 
nungen, die doch nur ein ungenaues Resultat lieferten, 
Unterhess. Die Scheu vor solchen Rechnungen war es, 
die den Antiphon, wie wir bereits gesehen haben, da- 
hinbrachte, die einbeschriebenen Polygone, die ein vor- 
treffliches Mittel für die Berechnung abgeben würden, zu 
einer unhaltbaren Behauptung über die Lösung der Auf- 
gabe durch Konstruktion zu missbrauchen. Das Mittel 
um eine obere Grenze für den Flächeninhalt zu berech- 
nen, kannte man auch, nämhch umbeschriebene Polygone ; 
aber dieses wurde auch zu Sophismen missbraucht, wie 
zu dem eines gewissen Bryson, der — wie erzählt wird — 
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nicht nur zu einem hübschen Ergebnis geführt, nämlich 
zu den ersten Quadraturen von Flächen, die von krunamen 
Linien begrenzt sind, sondern sie sind zugleich ein vor- 
treffiches Beispiel für das, was einem tüchtigen Geometer 
des 5ten Jahrhunderts zur Verfügung stand und wie er 
es zu gebrauchen wusste. Namentlich aus diesem Grunde 
wollen wir hier einen Auszug aus dem Bericht des Eu- 
demus über seine Arbeiten geben. 

Wie berichtet wird beweist Hipp okrates zuerst, dass 
ähnliche Kreisabschnitte sich wie die Quadrate über den 
Durchmessern verhalten, und zwar soll er dies mit Hülfe 
des entsprechenden Satzes über zwei Kreise gemacht 
haben. Der bewiesene Satz wird demnächst benutzt um 
das «Möndchen» zu quadrieren, das von einem Halbkreise 
und einem Bogen von 90 ^ über dessen Durchmesser be- 
grenzt wird. Es wird bewiesen, dass dies Möndchen gleich 
dem gleichschenkeligen rechtwinkeligen Dreieck ist, das 
sich in den Halbkreis beschreiben lässt. Darauf wird 
auf folgende Weise ein Möndchen konstruiert, dessen 
grösserer Bogen grösser als ein Halbkreis ist. Es wh-d 
zuerst ein Trapez konstruiert, von dem 3 Seiten jede 
gleich a und die vierte gleich aVS ist («in der Potenz 
dreimal so gross als die anderen», d. h. ihr Quadrat ist 
dreimal so gross als jedes der anderen); um dieses wird 
ein Kreis beschrieben, und das Möndchen wird abgeschnit- 
ten zwischen dem grösseren Bogen der Sehne «V'^ und 
einem Bogen über derselben Sehne, der demjenigen über 
der Seite a ähnlich ist. Es wird gezeigt, dass das Mönd- 
chen dem Ti'apeze gleich ist. 

Hippokrates hat noch ein drittes Möndchen kon- 
struiert, das sich quadrieren lässt. In dem Bericht über 
dieses werde ich, abgesehen von einzelnen modernen Um- 
schreibungen (wie rVf), nait einer direkten Wiedergabe 
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des Referates von Eudemus beginnen^). «Ein Kreis mit 
dem Durchmesser A B (== 2 r) und dem Mittelpunkt K 
ißt gegeben. Die CD steht senkrecht auf der Mitte von 
KB. Zwischen diese Senkrechte und die Kreisperipherie 
wird eine Strecke EZ von der Länge r V| eingeschoben, 
deren Verlängerung durch B geht. EH wird parallel A B 
gezogen. Man zieht KE und KZ, von denen die letzte 




in ihrer Verlängerung diieED in J^ schneidet. Endlich ziehe 
man BH und die Verlängerung BZ von EZ, BH wird 
gleich EK sein, und um das Trapez EKBH lässt sich 
ein Kreis beschreiben. Gleichfalls wird ein Kreisbogen 
durch E^ Z und H gezogen. [Jeder von den beiden Ab- 
schnitten über den Strecken EZ und ZH wird den Ab- 
schnitten über den Strecken EK, KB und BH gleich 
sein]. 

Das hier gebildete Möndchen {EKBH 2^ wird gleich 
der Figur sein, die man aus den drei Dreiecken (das ist 
Viereck EKB HZ) bildet ...» Das wird dadurch gezeigt, 
dass jeder der beiden Abschnitte über EZ und ZH nach 



*) So wie P. Tannery es in den Mdmoires de la Societd 
de Bordeaux t. V. (2. Reihe, 2. Heft) in einer von den Zusätzen 
des Simplicius befreiten Gestalt wiederzugeben versucht hat. 
Die eckigen Klammern bezeichnen eine von Tannery ausgefüllte 
Lakune. 
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der Konstruktion das anderthalbtfache von jedem der drei 
Abschnitte über EK, KB und BH ist. 

Hippokrates zeigt noch, dass der äussere Bogen 
EKBH dieses Möndchens kleiner als ein Halbkreis ist, 
da der in das Segment EKH einbeschriebene Winkel 
stumpf ist. Sein Beweis dafür lässt sich mit unseren 
Zeichen folgendermassen wiedergeben: 

EZ^ =1 r2 = EK^ + \kB^, 
EZ^>EK^-\-KZ^. 

Dass KB^ grösser als 2 Ä'Z^ ist, muss Hippo- 
krates daraus schliessen, dass der Winkel KZB stumpf 
ist; aber es ist nicht gesagt, wie er dies findet. Er kann 
es daraus geschlossen haben, dass sein Nebenwinkel EZKy 
der EK, die kleiner als EZ ist, gegenüberliegt, spitz 
sein muss. 

In dem erhaltenen Schriftstück wird noch ein ge- 
wisses Möndchen konstruiert, das, zu einem gewissen 
Kreise hinzugefügt, eine Fläche liefert, die sich quadrieren 
lässt. Dieses Möndchen ist es, dessen Quadratur zur 
Quadratur des Kreises geführt haben würde. Dass dieses 
nicht identisch mit einem der vorher quadrierten ist, 
muss Hippokrates, der selbst imstande war diese Mönd- 
chen so herzustellen, dass sie sich quadrieren Hessen, 
ebenso gut gesehen haben wie wir. 

Um nun durch die citierten Untersuchungen in der 
That einen Einblick in die damaligen Leistungen der 
Mathematik zu gewähren, will ich zunächst darauf hin- 
weisen, dass über eine Konstruktion, wie die eines Tra- 
pezes aus seinen Seiten, kein Wort verloren wird, dass 
die Benutzung der Grössen der Dreiecksseiten für die 
Untersuchung, ob ein Winkel im Dreieck spitz, recht 
oder stumpf ist, als wohl bekannt betrachtet wird, ebenso 
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wie der Satz, dass Kreisflächen sich wie die Quadrate 
über den Durchmessern verhalten. Den euklidischen Be- 
weis des letzten Satzes kann man jedoch noch nicht ge- 
kannt haben, überhaupt keinen, der den späteren griechi- 
schen Mathematikern genügt haben würde. Ausgangspunkte 
für einen faktisch richtigen Beweis kann man indessen 
in solchen Betrachtungen, wie die von Antiphon gemiss- 
brauchten waren, gehabt haben. Eine Strecke wie r\/|^ 
hat man leicht konstruieren können, sei es nun durch 
die in der geometrischen Algebra erwähnte Methode, ein 
Rechteck mit den Seiten r und fr in ein Quadrat zu 
verwandeln, oder sei es durch Anwendung des pythago- 
reischen Lehrsatzes. «Die Einschiebung» der Strecke 
^Z=rVf zwischen CD und die Ej-eislinie, so dass 
ihre Verlängerung durch B geht, ist abhängig von einer 
Gleichung zweiten Grades, die man, wie wir als ganz 
bestimmt annehmen, damals durch geometrische Kon- 
struktion lösen konnte. Indessen ist es, wie wir bald 
erörtern werden, doch möglich, dass diese Konstruktion 
auf andere Weise ausgeführt worden ist. 

Die verschiedenen Versuche, den Kreis mit Hülfe 
von Zirkel und Lineal zu quadrieren, misslangen, und in 
der neuesten Zeit hat man bewiesen, dass sie misslingen 
mussten. Das Verlangen nach einer exakten Lösung, die 
nach den Forderungen der damaligen Zeit durch Kon- 
struktion zu einer geometrischen Darstellung führen sollte, 
konnte deshalb nur erfüllt werden durch Einführung an- 
derer Kurven als Gerade und Ej-eis. Hierbei kam es 
nicht sonderlich darauf an, ob derartige Kurven sich me- 
chanisch darstellen Hessen, und noch weniger darauf, sie 
durch eine diskrete Reihe von Punkten darzustellen, denn 
diese würden ja nur eine Annäherung gestatten. Die 
Hauptsache war dagegen, hier wie in anderen ähnlichen 
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Teile oder in solche Teile, die in einem gegebenen Ver- 
hältnis stehen, ohne weiteres erkennbar. Ihre Verwend- 
barkeit für die Quadratur des Kreises wurde jedoch zuerst 
von Dinostratus entdeckt oder strenge bewiesen, da er 
bewies, dass die Abscisse ihres Schnittpunktes mit der 

62 2 6 h^ 

Abscissenaxe gleich — oder — sei; denn der Quotient — 

Q 71 Q 

kann weder grösser noch kleiner sein als die genannte 
Abscisse. Wäre er grösser, so müsste es, da die Radien- 
vectoren der Kurve mit ^ wachsen, einen Punkt der Kurve 

geben, dessen Radiusvector gleich — wäre. Man müsste 

Q 
also (wenn wir der Übersichtlichkeit wegen unsere trigono- 
metrischen Zeichen und Gleichungen da benutzen, wo 
Dinostratus Proportionen gebrauchte) haben 

62 . ^ ^^ 62 d 

— . sinir = ü = b — = — • — , 
Q Q Q f> 

62 
oder der dem Radius — entsprechende Sinus müsste dem 

demselben Radius entsprechenden Bogen gleich sein. Wäre 
er kleiner, so müsste es einen Punkt geben, dessen Ab- 
scisse — wäre, für den also 
Q 

62 62 d 

62 

oder die dem Radius — entsprechende Tangente müsste 

dem demselben Radius entsprechenden Bogen gleich sein. 
Beide Dinge sind unmöglich. 

Was nun den Inhalt dieses Beweises betrifft, so sieht 
man, dass Dinostratus sich nicht mit einer Bemerkung 

begnügt wie diejenige ist, die wir durch lim, = 1 

z 
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io z 
oder durch lim. -^- = 1 ausdrücken würden ; vielmehr 

z 

umgeht er ganz die Frage nach unendlicher Annäherung 
dadurch, dass er nur die Ungleichheiten sin z<iz <iig z 
benutzt, die ja im übrigen auch beide notwendig sind für 
eine exakte Bestimmung jeder der beiden Grenzwerte. 
Die Art, wie die Grenzbestiramungen umgangen werden, 
stimmt im wesentlichen mit der Art und Weise überein, 
wie dies im Exhaustionsbeweise geschieht; aber Dino- 
stratus war auch ein Schüler von dessen Erfinder Eu- 
doxus. 

Wir werden später sehen, dass die Abhängigkeit zwi- 
schen Variationen von Kreisbogen und Strecken, die durch 
die Quadratrix dargestellt werden, einzelnen numerischen 
Bestimmungen zu Grunde gelegt wurde. 

Auch Archimedes — dessen wirkliche Berechnung 
von Kreisen wir später erwähnen werden — hat Kurven 
untersucht, die sich etwa wie die Quadratix anwenden 
lassen, nämlich die sogenannten archimedischen Spi- 
ralen (r = a^). Ihre Verwendbarkeit für Winkelteilung 
ist ohne weiteres erkennbar, und Archimedes schliesst 
sowohl die Bestimmung von Tangenten wie diejenige von 
Flächeninhalten an die Quadratur des Kreises an. Nach 
moderner Auffassung verwendet er wohl zunächst die 
Quadratur des Kreises oder die Zahl n für diese Bestim- 
mungen; aber der Vergleich mit der Benutzung der Qua- 
dratrix lässt erkennen, dass man ebensoviel Wert darauf 
gelegt hat auf diesem Wege, namentlich durch Bestim- 
mung der Tangente, wenn auch nicht eine Konstruktion, 
so doch in Worten eine gute geometrische Bestimmung 
einer Strecke zu erhalten, die gleich der Peripherie des 
Kreises ist. Die Km-ve selbst veranschaulicht auf die 
deutlichste Weise das periodische Wachsen von dem, was 
wir jetzt circuläre Funktionen (Kreisfunktionen) nennen. 
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8. Dreiteilung des Winkels; Einschiebungen. 

Wir haben soeben die Anwendung der Quadratrix 
und der archimedischen Spirale auf die Dreiteilung 
des Winkels berührt. Ausser diesen beiden will ich 
noch zwei andere Lösungen dieser Aufgabe anführen, die 
frühzeitig die Mathematiker beschäftigt haben. Die eine, 
deren Alter sich nicht bestiinmen lässt, kann sehr 
wohl aus dem 5ten Jahrhundert herstammen, während 
die andere unter den von den Arabern aufbewahrten so- 
genannten archimedischen Hülfssätzen enthalten ist, viel- 
leicht also von Archimedes herrührt. In beiden wird die 
Lösung auf eine sogenannte Einschiebung zurückgeführt. 

1) Ist^ßC der Win- 
kel, der in drei gleiche 
Teile geteilt werden 
soll, so zieht man zu- 
erst A C senkrecht auf 
BC, und A£' parallel ^ ^ 

B C, und dann wird zwischen A C und A E die Strecke 
D E=2 AB so eingeschoben, dass ihre Verlängerung 
durch B geht. Ist dann nämlich F die Mitte von DE, 
so ist 
Z_ABF=Z^AFB=2a.AEF=2a.CBD, mithin 

2) iBt ABC der Win- 
kel, der in drei gleiche 
Teile geteilt werden soll, 
und schneidet ein Kreis 
um B die beiden Schen- 
kel und die Verlängerung 
von A B über B hinaus 
in A, C und Z), so wird 
zwischen die Verlängerung von BD und die Kreisperi- 
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pherie eine Strecke EF=BC so eingeschoben, dass ihre 
Verlängerung durch C geht. Dann ist 

Was nun die beiden hier verlangten Einschiebun- 
gen angeht, so sind sie wie die gestellte Aufgabe selbst 
von Gleichungen dritten Grades abhängig, lassen sich also 
nicht mit Hülfe von Gerade und Kreis lösen. Indessen 
sei hier bemerkt, dass die Zurückführung einer Konstruk- 
tion auf eine Einschiebung ohne genauere Angabe dar- 
über, wie diese auszuführen sei, sehr oft in der griechi- 
schen Geometrie vorkommt. So haben wir eine solche 
in dem angeführten Bruchstück von Hippokrates getrof- 
fen, und Archimedes führt in seiner Schrift über Spi- 
ralen andere Aufgaben auf dieselbe Einschiebung zurück, 
durch welche die ihm hier beigelegte Dreiteilung des 
Winkels ausgeführt wurde. Das kann darauf deuten, 
dass es eine Zeit gegeben hat, wo man die Einschie- 
bung als ein Konstruktionsmittel anerkannte, das un- 
mittelbar bei geometrischen Konstruktionen neben Zirkel 
und Lineal angewandt werden durfte. Unter einer Ein- 
schiebung wird dann im allgemeinen die Konstruktion 
einer Strecke verstanden, deren Endpunkte auf gegebenen 
Linien liegen, und die selbst oder in ihrer Verlängerung 
durch einen gegebenen Punkt geht. Sie lässt sich einiger- 
massen leicht mechanisch ausführen durch ein Lineal 
(oder ein gefaltetes Stück Papier), auf das man zwei Mar- 
ken im Abstände der gegebenen Strecke abgetragen hat. 
Dieses Lineal dreht man um den festen Punkt, indem 
man es gleichzeitig so verschiebt, dass die eine Marke 
der einen gegebenen Linie folgt, und mit einer solchen 
Bewegung fährt man solange fort, bis die andere Marke 
sich auf der zweiten gegebenen Linie befindet. 

Wegen des theoretischen Zieles, das die Griechen 
mit ihren Konstruktionen verfolgten, begnügten sie sich 
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Am besten hat dies geschehen können durch Aufstellung 
einer Definition und eine darauf gegründete Untersuchung 
derjenigen Kurve, die bei der oben beschriebenen mecha- 
nischen Konstruktion von dem einen Endpunkt der ge- 
gebenen Strecke durchlaufen wird, nämlich von dem, der 
nicht an die eine gegebene Linie gebunden ist. Durch 
die Schnittpunkte dieser Kurve mit der zweiten gegebenen 
Linie wird dann die Einschiebungsaufgabe gelöst. Eine 
solche Untersuchung ist auch, sogar nach Archimedes' 
Zeit, von Nikomedes in dem Falle vorgenommen worden, 
wo die erste der gegebenen Linien eine Gerade ist. Die 
erzeugte Kurve wird dann eine Konchoide genannt. 
Nikomedes hat zugleich einen Apparat erdacht um diese 
Kurve mechanisch zu erzeugen. Die Benutzung dieses 
Apparates deckt sich ungefähr mit der oben beschriebenen 
mechanischen Ausführung einer Einschiebung. 

Wie nun auch die Einschiebung ausgeführt worden 
sein mag, so hat doch diejenige Zurückführung der Drei- 
teilung des Winkels, die wir — mit allem möglichen Vor- 
behalt — dem Archimedes beigelegt haben, eine grosse 
Bedeutung in der späteren Geschichte der Mathematik 
erhalten. Namentlich liegt sie der Lösung zu Grunde, 
die Vieta für Gleichungen 3ten Grades im sogenannten 
irreduciblen Fall gegeben hat. 



9. Verdoppelung des Würfels. 

Von den Aufgaben, die in ihrer algebraischen Form 
von Gleichungen 3ten Grades abhängig sind und später 
im Altertum durch Kegelschnitte gelöst wurden, war die 
Dreiteilung des Winkels nicht die einzige, die man bereits 
im 5ten Jahrhundert in Angriff genommen hatte. Von 
noch grösserer Bedeutung war die Aufgabe, die die geo- 
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Beispiel für Aufgaben der hier bezeichneten Art. Als 
Bolehe und durch die neuen Schwierigkeiten, die sie dar- 
bot, erweckte sie grosses Interesse bei den Mathematikern. 
Der erste Beitrag zur Lösung dieser Aufgabe, den 
wir erwähnt finden, wird dem Hippokrates zugeschrie- 
ben. Ebenso wie die Verwandlung eines Rechtecks in 
ein Quadrat auf der Konstruktion einer mittleren Propor- 
tionale beruht, soll er die Aufgabe von der Verdoppelung 
des Würfels, also vermutlich auch die etwas allgemeinere 
Aufgabe von der Verwandlung des Parallelepipedons in 
einen Kubus, auf die andere zurückgeführt haben, zwei 
mittlere Proportionalen zu bestimmen. Ist nämlich das 
Parallelepipedon bereits in ein solches a^ b mit der qua- 
dratischen Grundfläche a^ und der Höhe b verwandelt, 
und soll dieses wieder in den Würfel x^ verwandelt wer- 
den, so lässt sich X bestimmen aus den Proportionen 
a:x = x:y=y: b. 
Ob nun diese Umformung dem Hippokrates zuzu- 
schreiben ist oder nicht, nach ihm erscheint das Delische 
Problem gewöhnlich unter der Form der Aufgabe: zwei 
mittlere Proportionalen x und y zu bestimmen zu 
den gegebenen Strecken a und b. 

Die erste von den vielen Lösungen, die diese Auf- 
gabe im Altertum erfahren hat, verdankt man dem Ar- 

chytas. Um diese 
Lösung recht zu ver- 
stehen, muss man fest- 
halten, dass er darauf 
ausgeht eine Figur zu 
konstruieren, die aus 
^ zwei Geraden O YA 
und OBX besteht, 
zwischen denen die gebrochene Linie A X YB so gezeichnet 
werden soll, dass X Y senkrecht auf der ersten, A X und 
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eingeschobene Erklärung. Archytas hat sicher erkennen 
können, dass man durch successives Probieren leichtere 
und genauere Bestimmungen von A X und A Y erhält. 
Das was hier beabsichtigt war, war also eine theoretische 
Bestimmung, die bei weitergehenden Untersuchungen, bei 
denen Kubikwurzeln vorkommen, benutzt werden konnte. 
Damit diese in dieser Beziehung wirklich befriedigend 
hätte sein können, müsste man jedoch dem Archytas 
eine Bekanntschaft mit der benutzten Raumkurve oder 
doch mit Hülfsmitteln um ihre Eigenschäften an;;ugeben 
beilegen, die er schwerlich besessen haben wird. 

Seine Lösung erhält dagegen grossen Wert für uns. 
als ein unmittelbares Zeugnis für das, was er zu leisten 
vermochte. Er ist auf seine Aufgabe losgegangen mit 
dem Gedanken an die Anwendung des Kreises zur Lösung 
der entsprechenden ebenen Aufgabe. Er versucht, ob die 
Kugel sich nicht auf entsprechende Weise für die Lösung 
der vorliegenden räumlichen Aufgabe sollte verwenden 
lassen, und er führt diesen Versuch durch mit klarer 
Erfassung der räumlichen Verhältnisse, die sich dabei 
darbieten, ja er schreckt nicht zurück vor der Einführung 
einer Kur\'e, die ein gewisser Kreis während seiner Be- 
wegung auf einem Cylinder aufzeichnet. Ausser von einem 
sicheren Gedankengang bei ihm selbst zeugt seine Kon- 
struktion von einem Vertrautsein mit der Anwendung 
geometrischer örter zur Bestimmung von Punkten, die 
hinreichend entwickelt war, um ihre Erweiterung auf den 
Raum vornehmen zu können. Wir dürfen daraus schliessen, 
dass die Geometrie des Raumes und die Anwendung 
geometrischer Örter wenigstens in der Ebene zu seiner 
Zeit bereits zu einer recht bedeutenden Entwickelung ge- 
langt war. 

Es wird berichtet, dass Archytas' Schüler Eudoxus 
zur Lösung derselben Aufgabe einige andere Kurven be- 
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diese Apparate Descartes veranlasst haben gleichfalls 
einen zu erdenken, den er in seiner Geometrie beschreibt. 
Die Konstruktion der beiden mittleren Proportionalen 
ist auch von Nikomedes auf eine Einschiebung zurück- 
geführt worden. Die hierzu dienende Konstruktion ist 
jedoch keineswegs so einfach wie diejenigen sind, die für 
die Dreiteilung des Winkels benutzt werden. 



10. Theoreme und Probleme; Bedeutung der 
geometrischen Konstruktion. 

Wir haben teils über die Hauptanschauungen und 
die sich daran schliessenden Operationsmethoden gespro- 
chen, die im 5ten Jahrhundert ihren Anfang nahmen 
und sich in der folgenden griechischen Mathematik weiter 
entwickelten, teils durch Erwähnung einzelner Untersu- 
chungen Proben von dem damaligen reellen Inhalt dieser 
Mathematik gegeben. In dem Maasse wie man fortschritt 
bedurfte man fester und zuverlässiger Formen, die zu 
diesen Anschauungen stimmten und sie dadurch in noch 
höherem Grade sicher stellten, und die dem stets wach- 
senden Inhalt in sich Raum gewährten. Die hierzu füh- 
rende Arbeit wurde in Pia tos philosophischer und Eu- 
doxus' mathematischer Schule und durch Verhandlungen 
zwischen beiden ausgeführt. 

Als Beispiel für eine solche Verhandlung können 
wir einen Streit darüber anführen, in wie weit die mathe- 
matischen Wahrheiten als Theoreme (Lehrsätze) oder 
als Probleme (Aufgaben) auftreten dürfen. Das erste 
wurde von den Piatonikern geltend gemacht, die sich 
darauf stützten, dass die Lösung einer Aufgabe nur etwas 
zustande bringe, was schon im voraus vorhanden sei: 
gleichseitige Dreiecke existieren unabhängig davon, ob 
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Dreiecke zu definieren, sondern, bevor er weiteren Grebrauch 
von ihnen macht, sich ihrer Existenz dadurch versichert, 
dass er im ersten Satze des ersten Buches die Aufgabe 
löst ein solches zu konstruieren und die Richtigkeit der 
Konstruktion beweist. 

Die Notwendigkeit eines solchen Verfahrens macht 
sich insofern von selbst geltend, als gleichseitige Dreiecke 
demnächst bei neuen Konstruktionen benutzt werden sollen ; 
aber es ist beachtenswert, dass Euklid auf dieselbe Weise 
mit solchen Dingen verfährt, die in der Folge nur im 
Beweise für einen Lehrsatz benutzt werden sollen. Bevor 
er in I, 16 die Mitte einer geradlinigen Strecke benutzen 
darf, muss er in I, 10 durch Konstruktion dieses Punktes 
bewiesen haben, dass er wirklich existiert. Etwas ähn- 
liches gilt für alle ähnlichen Fälle. Die wesentliche Be- 
deutung der geometrischen Konstruktion liegt darin, dass 
sie zum Beweise dafür dienen soll, dass dasjenige, 
auf dessen Darstellung die Konstruktion ausgeht, 
wirklich existiert. 

Mag nun auch Menächmus zuerst diese Bedeutung 
der geometrischen Probleme, die durch Konstruktion ge- 
löst werden, zu vollem Bewusstsein gebracht haben, so 
hat diese sich doch auch schon früher geltend gemacht. 
Das hängt nämlich auf das genaueste zusammen mit der 
geometrischen Algebra. Als man gefunden hatte, dass 
keine Zahl oder kein Zahlenverhältnis (Bruch) existiert, 
die mit sich selbst multipliciert 2 ergeben, und als man, 
statt eine solche Zahl zu verlangen, eine Strecke ver- 
langte, welche die Seite eines Quadrates ist von doppeller 
Grösse wie das Quadrat über einer gegebenen Strecke, so 
musste man die Existenz einer solchen Strecke beweisen. 
Das geschieht dadurch, dass man sie als Diagonale des 
Quadrates über der gegebenen Strecke darstellt. Eine 
ähnliche Bedeutung erhält die Lösung allgemeiner Glei- 
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11. Die analytische Methode; 
die analytisch-synthetische Darstellungsform. 

Der wichtigste Beitrag, den die Schulen von Plato 
und Eudoxus geliefert haben um der Mathematik die 
äussere Form zu geben, in der sie bei Euklid und den 
folgenden griechischen Mathematikern erscheint, ist gewiss 
die Ausgestaltung der sogenannten apagogischen oder 
analytischen Methode und der Formen Analyse und 
Synthese, durch die man sich sowohl zuverlässige Er- 
gebnisse ihrer Anwendung als auch eine unanfechtbare 
Darstellung dieser Ergebnisse sicherte. 

Die analytische Methode findet zu allemächst Anwen- 
dung bei der Lösung von Aufgaben, und deshalb wollen 
wir zuerst von ihr reden. Wir glauben indessen, dass 
die logische Bedeutung der Regeln, die aufgestellt wurden 
um die Lösung zu finden und darzustellen, sich am besten 
verstehen lässt, wenn wir für einen Augenblick das Gebiet 
der griechischen Mathematik verlassen und von der ana- 
lytischen Lösung von Aufgaben ganz im allgemei- 
nen sprechen und zum Teil ihre Anwendung durch Bei- 
spiele klar machen, die anderen Aufgaben und anderen 
Hülfsmitteln, als den Griechen zu Gebote standen, ent- 
nommen sind. Ich beabsichtige dadurch auf einen zu 
dem ursprünglichen stimmenden konsequenten Gebrauch 
hinzuweisen, der sich in der Mathematik von den Worten 
Analyse und Synthese, analytisch und synthetisch 
machen lässt, und der Platz greifen müsste statt der Ver- 
wirrung, zu der in der neueren Zeit die ausschliessliche 
Anwendung des Wortes Analyse auf die algebraische Ana- 
lysis den ersten Anstoss gegeben hat. 

Eine mathematische Aufgabe geht darauf aus Grössen 
oder Figuren zu finden, die gewissen Forderungen genügen. 
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Bei ihrer Lösung kann ein Erraten, dass sich auf Ähn- 
lichkeiten mit anderen Aufgaben gründet, oft wohl eine 
Rolle spielen, und es soll nicht geleugnet werden, dass 
wichtige mathematische Resultate zuerst auf diesem Wege 
erreicht sein können ; aber ein solches Erraten liegt ausser- 
halb jeder eigentlichen Methode. Bei jeder methodischen 
Behandlung wird es darauf ankommen, die gestellten 
Forderungen zu «analysieren». Man muss sie zuerst klar 
in Gedanken festhalten, was nur dadurch geschehen 
kann, dass man sie sich erfüllt, die Aufgabe also ge- 
löst denkt. Demnächst kommt es darauf an, auf irgend 
eine Weise, nach Regeln, die von derartigen Aufgaben 
her bekannt sind, oder nach neu gefundenen Regeln, die 
Forderungen in neue umzuformen, die notwendigerweise 
erfüllt sind, wenn die ersten es sind, und diese Umfor- 
mung fortzusetzen, bis man zuletzt zu Forderungen gelangt, 
die man zu erfüllen imstande ist. 

Bei dieser Analyse findet man, wie die Aufgabe 
gelöst werden muss, wenn sie sich überhaupt lösen lässt. 
Die Synthese besteht dann zuerst in der wirklichen 
Ausführung dieser Lösung: in einer solchen Bestimmung 
der gesuchten Grössen und Figuren, dass die umgeformten 
Forderungen befriedigt sind. Danach wird noch ein Be- 
weis dafür verlangt, dass dann auch die ursprünglich 
gestellten Forderungen befriedigt sind. Dieser Beweis 
lässt sich, wenn sich keine einfacheren Wege darbieten, 
in der Regel führen durch eine Umformung der Forde- 
rungen in der entgegengesetzen Reihenfolge wie diejenige 
war, die bei der Analyse benutzt wurde, so dass man 
damit schliesst, dass die Erfüllung der neuen Forderungen, 
die man an die Stelle der ursprünglichen gesetzt hat, 
auch notwendigerweise die Erfüllung dieser mit sich 
führt. Der Beweis kann fortgelassen werden oder ist 
bereits in der Analyse geführt, wenn man in dieser 
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nur solche Umformungen benutzt hat, die sich umkehren 
lassen, so dass die neuen Forderungen nicht nur die not- 
wendigen, sondern auch die ausreichenden Bedingungen 
für die alten sind, aber sonst nicht. 

Als Beispiel wollen wir die Lösung von Aufgaben 
durch algebraische Gleichungen nehmen. Indem man 
Benennungen für die unbekannten Grössen einführt und 
diese auf ganz dieselbe Weise wie die Bezeichnungen für 
bekannte Grössen in die Gleichungen eintreten lässt, die 
die gegebenen Forderungen ausdrücken, denkt man sich 
diese Gleichungen befriedigt, also die Aufgabe gelöst. 
Die vorhin erwähnte Umformung der Forderungen wird 
dargestellt durch die Umformung der Gleichungen, bis 
man zu solchen Gleichungen gelangt, die die Lösung er- 
geben. Das kann z. B. in der analytischen Geometrie^ 
geschehen durch Herstellung der Gleichungen für solche 
geometrischen Örter, durch welche die Aufgabe gelöst 
wird. Wird die Analyse auf Aufgaben angewendet, die 
darauf ausgehen die Werte von Unbekannten zu finden, 
so werden die umgeformten Gleichungen diejenigen sein, 
in denen die Unbekannten isoliert sind. Wenn wir uns 
nur an diesen letzten Fall halten, so besteht die auf die 
Analyse folgende Synthese 1) in der wirklichen Aus- 
rechnung der durch die gefundenen Ausdrücke gegebenen 
Grössen, ihre Umformung nach bestimmten Regeln, z. B. 
ihre Verkürzung, Reduktion auf einfache Irrationalität 
etc. mit einbegriffen, 2) in einer Prüfung dieser Grössen. 



* Die Bezeichnung «analytische Geometrie» wollen wir in der 
gewöhnlichen Bedeutung benutzen, ohne Rücksicht darauf, dass 
auch andere Geometrie analytisch sein kann, und dass man auch 
synthetisch mit den Hülfsmitteln operieren kann, die nun einmal 
den Anspruch erworben haben analytische Geometrie genannt zu 
werden. 
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Diese wird wohl in der Regel durch direktes Einsetzen 
vorgenommen, lässt sich aber auch in Übereinstimmung 
mit dem, was oben über die Bildung des synthetischen 
Beweises gesagt wurde, dadurch ausführen, dass man 
Schritt für Schritt durch die benutzten Gleichungen in 
umgekehrter Ordnung zurückgeht. Dass ein solcher Be- 
weis nicht an und für sich durch die vorangehende Ana- 
lyse überflüssig gemacht wird, weiss man aus solchen 
Fällen, in denen man durch Potenzieren einen Wurzel- 
ausdruck fortgeschafft hat. War dieser einer von den 
Werten der Wurzel, z. B. der positive Wert einer Quadrat- 
wurzel, so weiss man, dass man dann fremde Lösungen 
einführen kann. Statt eines Beweises für die Richtigkeit 
liefert die Probe dann einen Beweis für die Unrichtigkeit 
dieser letzten Wurzeln. Die Analyse aUein lässt also die 
Möglichkeit füi* fremde Lösungen offen. Ist die Lösung 
im voraus bekannt, so kann sie und ihr Beweis allein 
synthetisch mitgeteilt werden, aber damit ist ein anderer 
Übelstand verbunden. Ist die Aufgabe beispielsweise die 
Gleichung 

a?2 — ax \- b = 0, 
oder eine Aufgabe, die, auf eine Gleichung gebracht, so 
ausgedrückt werden würde, so kann man synthetisch mit- 
teilen, dass 



^-i+V(f)-'' 



und unter dem Quadratwurzelzeichen die positive Quadrat- 
wurzel verstehen. Die Probe oder der synthetische Beweis 
ergiebt, dass diese Lösung richtig ist; man sieht aber 
nicht, ob sie die einzige richtige ist. 

Was hier von der algebraischen Lösung nachgewiesen 
ist, gilt allgemein : Die Analyse allein kann zu viele 
Lösungen geben, die Synthese allein zu wenige. 
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Noch wollen wir untersuchen, auf welchem Punkte 
der vollständigen Behandlung sich die Bedingungen für 
die Möglichkeit darbieten. Man pflegt sie heut zu Tage 
an die vollständige Beendigung der formellen Auflösung 
anzuschliessen, die man dann diskutiert. In dem eben- 
genannten Beispiele wird aus dem gefundenen Ausdruck 

geschlossen, dass, damit x reell sein kann, f — j > ^ sein 

muss. Eine solche Diskussion wird jedoch nur dadurch 
möglich, dass man durch Einführung der Benennungen 
«negative und imaginäre Grössen» auch solche Grössen 
anerkennt, die man ursprünglich nicht als Lösungen er- 
wartet hatte. Ohne diese neuen Arten von Grössen würde 
man schon an einem früheren Punkte der Analyse auf 
die Bedingung für die Möglichkeit getroffen sein. Wenn 
man beispielsweise aus der obenstehenden Gleichung ab- 
geleitet hat, dass 



so kann man daraus nur 

ableiten, wenn l—j > ^, da die rechte Seite sonst keinen 

Sinn giebt. Die Bedingungen für die Möglichkeit werden 
also aus der Analyse ebenso abgeleitet wie die Auflösung, 
lassen sich aber ebenso wie diese in einer rein syntheti- 
schen Darstellung mitteilen. 

Das Gebiet, auf welches die Griechen die hier ge- 
schilderte Methode zur Lösung von Aufgaben anwandten, 
sind die geometrischen Aufgaben, deren Endziel, wie 
wir gesehen haben, im allgemeinen eine Konstruktion 
ist, entweder eine wirkliche mit Hülfe von Zirkel und 
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Lineal, oder eine formelle. Solange man methodisch 
die Lösung solcher Aufgaben gesucht hat, muss man nach 
unseren allgemeinen Bemerkungen analytisch zu Werke 
gegangen sein. Eine solche Behandlungsweise muss ge- 
wiss bereits gebraucht worden sein bei der geometrischen 
Lösung der Gleichungen zweiten Grades durch die Pytha- 
goreer. Die Methode kann indes mehr oder minder be- 
WQsst angewandt worden sein, denn, wie es sich oft in 
der Geschichte der Mathematik gezeigt hat, ist faktisch 
eine Methode zu benutzen nicht dasselbe wie sie sich so 
klar zu machen, dass man sie jedesmal zur Verfügung 
hat, wenn sich der Bedarf danach herausstellt, geschweige 
denn sie so aufzustellen, dass sie auch anderen zur Ver- 
fügung steht. 

Eine Konstruktion, die in ausgeprägter Weise zeigt, 
dass sie durch Anwendung der analytischen Methode ge- 
funden worden ist, ist Archytas' Bestimmung von zwei 
mittleren Proportionalen. Er konnte nämlich unmöglich 
die Anwendung der ihm im voraus unbekannten cylin- 
drischen Kurve erraten haben, und deshalb muss es aus- 
schliesslich die von ihm angewandte Analyse gewesen sein, 
die ihn zu ihrer Einführung gezwungen hat, ganz wie 
wenn in einer modernen analytisch-geometrischen Unter- 
suchung ein geometrischer Ort, der bei der Lösung der 
Aufgabe zur Verwendung kommt, sich als eine Kurve 
herausstellt, von der man vorher nichts wusste, die aber 
durch die aus der Analyse hervorgehende Gleichung defi- 
niert wird. Während wir hierdurch eine, bereits benutzte, 
Andeutung darüber erhalten, dass die Zurückführung der 
Aufgaben auf die Benutzung geometrischer örter und 
die Bestimmung dieser örter zu den Seiten der analyti- 
schen Methode gehörte, die bereits eine gewisse Entwicke- 
lung bei den Pythagoreern gefunden hatten, erfuhr die 
Methode durch die von Archytas' Nachfolgern Plato 

7 



98 



Die griechische Mathematik: 



und Eudoxus gestifteten Schulen die formelle Entwicke- 
lung, die danach bei den griechischen Mathematikern in 
dauerndem Gebrauche blieb. 

Die Anwendung der Methode und die Darstellung 
der durch sie gewonnenen Resultate bestand in einer 
Reihe von Gliedern, deren Beschreibung wir am leichte- 
sten an die elliptische Flächenanlegung (S. 47) als Bei- 
spiel anknüpfen können. Indessen wollen wir die einzel- 
nen Glieder etwas kürzer ausdrücken, als die Alten es 
gethan haben würden. 

1) Die Aufgabe wird gestellt in der sogenannten 
Protase (ngÖTaaig): an eine gegebene Strecke eine gegebene 
Fläche (Quadrat) so anzulegen, dass ein Quadrat fehlt. 

2) Die Aufgabe wird ausgesprochen mit Bezug auf 
eine bestimmte, gezeichnete Figur in der Ekthese {Sx'&eoig): 



D B 



M 



iM- 



das (gezeichnete) Quadrat q soll als Rechteck an die Strecke 
AB ^o angelegt werden, dass ein Quadrat fehlt. 

3) Man denkt sich die Aufgabe gelöst (durch das 
Rechteck AM, das das Quadrat BM fehlen lässt) und 
führt sie in der Apagoge, der Transformation {anaytoyri)^ 
zurück auf eine bekannte Aufgabe: Ist C die Mitte von 
AB^ so wird das Rechteck KC hin auf DB gelegt 
(als DE), Dadurch wird das Rechteck AM verwandelt 
in einen Gnomon oder in die Differenz zwischen den 
Quadraten Cß* ^nd CZ)^. Die Strecke CD muss also 
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so bestimmt werden, dass dieser Gnomon dem Quadrate 
q gleich wird. 

4) In der Resolution, wie man sie genannt hat, 
wird demnächst auseinandergesetzt, wie weit man nun 
wirklich alles besitzt, was notwendig ist um die gestellte 
Aufgabe zu lösen. Im vorliegenden Falle findet das nur 
statt, wenn gr, das eben so gross sein soll wie ein von 
dem Quadrat CB^ abgeschnittener Gnomon, kleiner als 
dieses Quadrat ist. Wenn man dies bemerkt hat, so hat 
sich dadurch allerdings ein Mangel an der gestellten Auf- 
gabe herausgestellt. Es ist nämlich, wenigstens in der 
überlieferten Litteratur, Regel, dass die Aufgaben mit 
einer solchen Begrenzung gestellt werden, dass sie gelöst 
werden können. Dadurch erhält man statt der Aufgabe, 
die wir hier zu stellen versucht haben, teils ein Theo- 
rem, teils ein enger begrenztes Problem. Das Theorem 
(das sich in einer etwas allgemeineren Form in Euklid 
VI, 27 findet) muss darauf hinaus laufen, dass ein Recht- 
eck, so an eine Strecke angelegt, dass ein Quadrat fehlt, 
kleiner ist als das Quadrat über der halben Strecke, oder, 
wenn man will, dass ein Rechteck kleiner ist als ein 
Quadrat von demselben Perimeter. Das Problem (das in 
allgemeinerer Form in Euklid VI, 28 behandelt wird) 
wird dasselbe wie dasjenige, dessen Lösung hier versucht 
ist, nur mit dem Zusatz, dass das gegebene Quadrat kleiner 
sein muss als das Quadrat über der Hälfte der gegebenen 
Strecke. Dieser Zusatz zur Protase wird der Diorismus 
{diOQiofidg) oder die Abgrenzung der Aufgabe genannt. 
In der Ekthese muss ferner von den Figuren, die man 
annimmt, ausgesprochen werden, dass sie die Bedingung 
(q<CCB^) erfüllen. Durch die Abgrenzung, die wir uns 
nun also in die Protase und Ekthese eingeführt denken, 
wird, wie wir sehen werden, die Resolution ganz über- 
flüssig; denn nun wird der Versuch, ob die Aufgabe sich 

7* 
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durch das Vorliegende lösen läsist, gelingen, und die Re- 
solution wird dann mit der in der Synthese folgenden 
Angabe, wie sie zu lösen ist, ganz zusammenfallen. Sehen 
wir dagegen nicht auf die überlieferten Mitteilungen über 
Resultate von zn Ende geführten Untersuchungen, sondern 
auf die Anwendung der Methode auf neue Untersuchungen, 
so muss die Resolution eine wichtige Rolle gespielt haben. 
Während der Analyse hat man nämlich beständig prüfen 
müssen, ob die Apagoge weit genug geführt sei um die 
Aufgabe lösen zu können ; ausserdem ist aber die Resolu- 
tion ein Mittel gewesen um das zu erreichen, was wir 
bereits (S. 92) als ein Hauptziel für die Behandlung von 
Aufgaben genannt haben, nämlich die ursprüngliche Auf- 
gabe in das Theorem und in das Problem zu zerlegen, durch 
die man sich versichert, dass die Bedingungen für die 
Existenz der verlangten Figur beziehungsweise notwendig 
und ausreichend sind. Sowohl in dem angeführten Bei- 
spiel wie im allgemeinen ist das, was man durch diese 
Methode erreicht hat, die Bestimmung eines Maximums 
oder eines Minimums. 

Was die Resolution auch liefern sollte, das ist die 
Zahl der Auflösungen. So ist im vorliegenden Falle zu 
bemerken, dass es, wenn C D^ die richtige Grösse erhält, 
gleichgültig ist, ob D auf die eine oder die andere Seite 
von C fällt, ein Umstand, auf den man gleichzeitig mit 
der Entdeckung des Maximalwertes von q hat aufmerksam 
werden können. Indessen legten die Griechen, die sich 
durch die Konstruktion namentlich davon überzeugen 
wollten, dass die Figur überhaupt existierte, darauf kein 
sonderliches Gewicht. Da in anderen Fällen die Mehr- 
deutigkeit einer Aufgabe auf der Mehrdeutigkeit derjenigen 
beruht, auf die sie zurückgeführt wird, so wird sie, wenn 
sie bei den letzteren unbeachtet geblieben ist, auch nicht 
bei der Analyse der ersteren bemerkt worden sein. Wegen 
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dieser Unterlassung mussten Fälle, bei denen die Mehr- 
deutigkeit den Griechen von einiger Wichtigkeit zu sein 
schien, zum Gegenstande besonderer Untersuchung gemacht 
werden. 

Die Transformation und Resolution machen die Ana- 
lyse aus, durch welche die Auflösung gefunden wird. 
Darauf wird die gefundene Lösung in der Synthese 
dargestellt. Diese enthält: 

5) Die Konstruktion {xaxaoxevrj), in der das Ge- 
suchte mit Hülfe der anerkannten Konstruktionsmittel 
zustande gebracht wird. Es ist jedoch keine Rede davon 
alle Einzelheiten namhaft zu machen, sondern nur davon, 
die von früher her bekannten Konstruktionen anzugeben, 
aus denen die verlangte sich zusammensetzen lässt: in 
unserem Beispiel die Bestimmung von CD durch den 
pythagoreischen Lehrsatz u. s. w. Die Konstruktion wird 
also nur mit einer kleinen Pormveränderung eine Wieder- 
holung dessen, was in der Resolution gesagt ist. 

6) Darauf wird der Beweis {äjiddei^tg) dafür geführt, 
dass die Konstruktion wirklich die verlangte Figur zustande 
gebracht hat. Dieser wird in der Regel durch Anwendung 
derselben Schlüsse geführt, die in der Transformation in 
umgekehrter Reihenfolge benutzt worden sind. So wird 
im Beispiel das Rechteck A M aus der Gnomonfigur da- 
durch gebildet, dass das Rechteck D E auf A C gelegt 
wird. 

7) Endlich legt man sich in der Konklusion {ov/jl- 
jieQQOjua) Rechenschaft darüber ab, dass man wirklich 
das verlangte Ziel erreicht hat. Das geschieht durch eine 
Wiederholung der Protase, eingeleitet durch «also ist u.s.w.» 
und abgeschlossen durch «was zu thun war». 

Während die Analyse, die in 3 und 4, der Trans- 
formation und Resolution, enthalten ist, namentlich me- 
thodische Bedeutung für das Finden der Auflösung gehabt 
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hat, ist sie nicht notwendig, wenn es nur darauf ankommt 
das Gefundene auf eine unanfechtbare Weise dar- 
zustellen, und das war stets der Hauptzweck bei den 
schriftlichen Mitteilungen der Griechen. Sie wird deshalb 
sehr oft ausgelassen, so dass die Darstellung nur noch 
aus den Abschnitten besteht, die wir hier mit 1, 2, 5, 6, 7 
bezeichnet haben; dadurch gelangt man zu einer Darstel- 
lungsform, die wir synthetisch nennen würden. Diese 
synthetische Darstellungsform wird namentHch benutzt 
bei der systematischen Behandlung einer ganzen Theorie, 
deren einzelne Konstruktionen den Verfassern im voraus 
mehr oder weniger bekannt gewesen oder in weiterem Zu- 
sammenhange gefunden sind, wie in Euklids Elementen 
und in dem grössten Teile von Apollonius' Lehre von 
den Kegelschnitten. Übrigens erfährt man eigentlich auch 
nicht mehr an den Stellen, wo die Analyse mitgeteilt wird ; 
denn erstens lässt sich nach dem Gesagten die Trans- 
formation durch ümkehrung aller Schlüsse des Beweises 
bilden, und die Resolution fällt dann mit der Konstruk- 
tion zusammen; und zweitens ist die Analyse, die mit- 
geteilt wird, nur die Analyse der durch den Diorismus 
abgegrenzten Aufgabe und nicht — wie in unserem m*- 
sprünglichen Beispiele — diejenige, die zur Abgrenzung 
geführt hat. 

Nachdem wir so ausführlich über die Analyse und 
die damit verbundene sjmthetische Darstellung von Pro- 
blemen gesprochen haben, können wir rascher über die 
Anwendung dieser Methode und der entsprechenden Formen 
auf Theoreme hinweggehen. Die synthetische Dar- 
stellungsform besteht hier zunächst aus ganz denselben 
Gliedern oder kann jedenfalls daraus bestehen ; nur muss 
man in diesen überall Theorem an die Stelle von Problem 
setzen. Die Konstruktion besteht hier nur in der Kon- 
struktion der zum Beweise erforderlichen Hülfslinien, und 
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fehlt, wenn solche nicht nötig sind, und die Konklusion 
schliesst hier mit den Worten «was zu beweisen war». 
Diese selben Glieder, die, wie man sieht, auch für die 
Theoreme logisch ausreichend sind, findet man deshalb, 
sowohl was Probleme als was Theoreme betrifft, überall 
bei Euklid. 

Ind essen k ann auch mit Bezug auf Theoreme von 
einer eigentlich analytischen Methode die Rede sein. 
Diese lässt sich benutzen, wenn man prüfen will, ob ein 
Theorem, das von anderen mitgeteilt ist, oder dessen Auf- 
stellung vielleicht durch Erraten geschehen ist, richtig ist 
oder nicht. Man beginnt damit, die Richtigkeit des Theo- 
remes, das wir A nennen wollen, vorauszusetzen; dann 
formt man dieses, ganz wie in der bei den Problemen 
angewandten Apagoge oder Transformation durch eine 
Reihe von Schlüssen um, bis man sieht, dass es zu einem 
neuen Resultate K führt, von dem man weiss, dass es 
richtig ist oder falsch. Im ersten Falle ist noch nur eine 
Möglichkeit dafür vorhanden, dass A richtig ist, aber 
keinerlei Gewissheit. K kann aus einer Öchlussreihe her- 
vorgegangen sein, in der nur scheinbar Gebrauch von A 
gemacht ist; auch wenn man moderne algebraische Hülfs- 
mittel benutzt, kann das geschehen, z. B. wenn man auf 
beiden Seiten des Gleichheitszeichens ohne es zu merken 
mit einer zusammengeseszten Grösse multipliciert hat, die 
in WirkUchkeit Null wird. Wenn man aus A das rich- 
tige Resultat K abgeleitet hat, so muss die Richtigkeit 
von A dadurch geprüft werden, dass man womöglich 
die in der Aufgabe durchlaufene Schlussreihe zurück ver- 
folgt, so dass also die Richtigkeit von K diejenige von A 
mit sich führt. Ist das der Fall, so liefert diese um- 
gekehrte Schlussreihe den Beweis für die Richtigkeit von 
At und man begnügt sich damit, diesen Beweis in der 
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oben erwähnten synthetischen Darstellung mitzuteilen mit 
Auslassung der Analyse, die dazu geführt hat. 

In dem Falle, wo das aus der Annahme A abgelei- 
tete Resultat falsch ist, kann man dagegen unmittelbar 
schliessen, dass auch A falsch ist. Dies, oder, wenn A 
und B zwei Behauptungen sind, von welchen notwendig 
die eine richtig sein muss, die Behauptung, dass j5 rich- 
tig ist, kann man also als Theorem aufteilen und den 
Beweis dadurch führen, dass die Annahme, B unrichtig 
oder A richtig, zu dem unrichtigen Resultat K führen 
würde. Ein solcher antithetischer Beweis ist apagogisch, 
also eigentlich analytisch. Da er indessen volle Sicher- 
heit dafür gewährt, dass die Behauptung B richtig ist, so 
wird er vielfach in Schriften gebraucht, in denen die Dar- 
stellung sonst synthetisch ist, häufig z. B. in Euklids 
Elementen. Die antithetische Beweisform wurde auch 
von Dinostratus auf die Quadratrix angewandt (S. 77) 
und wird, wie wir sehen werden, immer im Exhaustions- 
beweise benutzt. 

Ein Beispiel dafür, dass ein Theorem nicht aus einer 
Analyse des versuchsweise aufgestellten Theoremes selbst 
oder dessen Umkehrung hervorzugehen braucht, sondern 
aus der Analyse eines damit verbundenen Problemes, 
hatten wir dagegen in dem Theorem, das ausgeschaltet 
wurde, als wir oben versuchten die elliptische Flächen- 
anlegung in zu grosser Allgemeinheit aufzustellen, dass 
nämlich ein Rechteck, das so an eine Strecke angelegt 
wird, dass ein Quadrat fehlt, nicht grösser ist als das 
Quadrat über der halben Strecke. Der synthetische Be- 
weis für den etwas allgemeineren Satz bei Euklid VI, 27 
wird in Übereinstimmung mit jener Analyse (S. 99) geführt. 
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«Elemente»; analytische Hülfsmittel. 

Ob man die Analyse benutzt um die Lösung einer 
Aufgabe oder den Beweis für einen Lehrsatz zu finden, 
oder ob man die Synthese benutzt um das gefundene 
darzustellen, immer ist die Lösung aus Lösungen von 
einfacheren Aufgaben zusammengesetzt und der Beweis 
auf der Richtigkeit von einfacheren Sätzen aufgebaut. 
Es wird also vorausgesetzt, dass man im voraus im Be- 
sitze von solchen ist. Um sich auf den hier beschriebenen 
Wegen vorwärts zu arbeiten, » muss man im voraus eine 
Sammlung einfacherer Lösungen von Aufgaben und ein- 
facherer Lehrsätze haben, die man als Ausgangspunkt 
benutzen kann. Die Werke, welche solche Sammlungen 
enthalten, heissen Elemente. 

Die ersten Elemente, von denen berichtet wird, waren 
von Hippokrates geschrieben; aber leider kennen wir 
nicht dies aus so früher Zeit stammende Werk des erfin- 
dungsreichen und, wie es scheint, von den philosophischen 
Schulen ziemlich unabhängigen Geometers. Die reellen 
und formellen Fortschritte, die mittlerweile in den Schulen 
gemacht wurden, wurden später in neue Elemente auf- 
genommen. Einer von diesen Fortschritten, die Abgren- 
zungen oder Diorismen, werden dem nächsten Verfasser 
von Elementen, Leon, zugesch^eben, der sie also wohl 
mit in seine Elemente aufnahm. Seine und andere spätere 
Elemente sind verloren gegangen, nachdem diejenigen von 
Euklid die Alleinherrschaft gewonnen hatten, die sie wäh- 
rend mehr als 2000 Jahren überall da behalten sollten, 
wohin die griechische Mathematik vorgedrungen war. 

Mit diesem Hauptwerk wollen wir uns recht ausführ- 
lich beschäftigen. Es wird sich dann auch beim Studium 
dieses Werkes zeigen, wie solide es aus synthetisch dar- 
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gestellten Problemen und Theoremen zusammengesetzt ist, 
und eine wie sichere Grundmauer es abgeben musste für 
die mathematischen Gebäude, die darauf aufgeführt wurden. 
Bei den hierzu führenden weitergehenden Untersuchungen 
konnte sich jedoch neben den durch und durch auf lo- 
gische Sicherheit berechneten Elementen das Bedürfnis 
nach Hülfsmitteln geltend machen, die eine für die ana- 
lytische Arbeit bequemere Form besassen. Beispiele für 
darauf hinzielende Arbeiten lassen sich auch aus der Zeit 
vor und nach Euklid und ebenso von ihm selbst anführen. 
So soll Hermotimus, ein Nachfolger von Eudoxus, 
über geometrische örter geschrieben haben, vermutlich 
über die sogenannten ebenen Örter, d. h. solche, die durch 
Gerade und Kreis dargestellt werden. Über denselben Gegen- 
stand hat der grosse Geometer Apollonius später zwei 
Bücher geschrieben, über deren Inhalt Referate vorliegen, 
die in der neueren Zeit einen nicht geringen Einfluss auf 
die Bildung der analytischen Geometrie erhalten haben. 
Als ein Hülfsmittel bei der Anwendung der analytischen 
Methode haben wir ferner Euklids Data zu erwähnen. 
Dieses Werk geht, was seinen Inhalt betrifft, nicht über 
die «Elemente» hinaus, sondern teilt deren Inhalt in 
anderer Form mit. Die Sätze desselben gehen nämlich 
sämtlich darauf hinaus, dass, wenn gewisse Grössen oder 
Stücke einer Figur «gegeben» sind, gewisse andere es 
auch sind, d. h. durch die ersten bestimmt sind. Die 
ersten Sätze des Buches sagen aus, dass gegebene Grössen 
ein gegebenes Verhältnis, eine gegebene Summe u. s. w. 
haben, ein späterer, dass gegebene Geraden sich in einem 
gegebenen Punkte schneiden; andere stellen die Bedin- 
gungen dafür fest, dass ein Dreieck der Art nach gegeben 
ist, d. h. einem gegebenen ähnlich wird; noch andere 
teilen mit, dass zwei Grössen, deren Summe oder Differenz 
und deren Rechteck gegeben ist, selbst gegeben sind u. s. w. 
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matikern vielfach angewandt worden. Wir werden später 
sehen, dass andere Sätze der Data eine ähnliche Bekannt- 
schaft mit verwickeiteren Gleichungen verraten, die durch 
Proportionen und geometrische Algebra ausgedrückt sind. 



13. Überblick über Euklids Elemente; 
synthetisches Lehrgebäude. 

Euklids Elemente bestehen aus 13 Büchern, zu 
denen man in den meisten Ausgaben eine Arbeit von 
Hypsikles als 14tes, und eine jüngere und unbedeutendere 
Arbeit als lötes Buch hinzugefügt hat. 

Das erste Buch enthält die wichtigsten Sätze über 
Seiten und Winkel in Dreiecken, über Konstruktion von 
diesen, über senkrechte und parallele Geraden, über Pa- 
rallelogramme und über ihren und der Dreiecke Flächen- 
inhalt. Das 2te Buch enthält die bereits benutzte Grund- 
lage für die geometrische Algebra, das 3te die Lehre vom 
Kreise und von Linien und Winkeln im Kreise, auch den 
Potenzsatz. Das 4te Buch handelt von ein- und um- 
beschriebenen Vielecken, darunter namentlich von der 
Konstruktion des regelmässigen Dreiecks, Vierecks, Fünf- 
ecks, Sechsecks und Fünfzehnecks. 

Euklids persönliche Arbeit an diesen Büchern ist 
wohl besonders darauf ausgegangen, diesen bekannten 
Stoff genauer als bisher geschehen darzustellen in Über- 
einstimmung mit den mittlerweile gestellten strengeren 
formellen Ansprüchen. Eine eigentliche mathematische 
Arbeit kann indessen auch damit verbunden gewesen sein. 
Die Proportionen wurden nämlich, wie wir bereits gesehen 
haben, in der Geometrie angewendet, auch bevor die 
exakte Proportionslehre des Eudoxus entstanden war. 
Wenn man dann in vielen Fällen gleichwohl seine Zu- 
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VI, 13 und 30. Wie viele von den einzelnen Sätzen und 
Beweisen in diesen Büchern von Eudoxus herrühren, 
und wie viele früher mit einer weniger entwickelten Lehre 
von den Proportionen verknüpft waren, wissen wir nicht. 
Euklid gebührt sicher die Ehre dafür, alles zu einem 
systematischen Ganzen verarbeitet zu haben. 

In dieses Ganze hat er jedoch nicht die specielle 
Lehre von rationalen Grössen und den ganzen Zahlen, 
durch deren Verhältnisse sie ausgedrückt werden, hinein- 
gearbeitet. Diese wird im 7ten bis 9ten Buch dargestellt, 
folgt also wohl auf die allgemeine Lehre von den Pro- 
portionen, ist aber nicht auf diese aufgebaut. Die Beweise 
sind wahrscheinlich dieselben, die man vor Eudoxus* 
Zeit benutzt hat, und von denen die Resultate damals 
auch auf irrationale Grössen übertragen wurden. 

Die irrationalen Grössen selbst werden im lOten Buch 
behandelt. Hier findet sich diejenige Klassifikation von 
ihnen, die Theätet begonnen hatte (vergl. S. 57), die aber 
von Euklid vollendet worden sein soll. Hier und bei 
der Anwendung der Klassifikation auf die Bestimmung 
der Stücke der regulären Polyeder findet sich wohl Eu- 
klids bedeutendste persönliche Arbeit. 

Vor dieser Anwendung ist es jedoch nötig die ele- 
mentare Stereometrie zu entwickeln. Das geschieht im 
Uten Buch. Die Berechnung des Volumens der Pyramide 
verlangt infinitesimale Grenzbestimmungen; diese gewinnt 
man, wenn sie auch formell umgangen werden, durch 
den Exhaustionsbeweis von Eudoxus, der dafür im 
12ten Buch verwandt wird, nachdem er zuerst zu der 
zweiten in der elementaren Geometrie notwendigen Grenz- 
bestimmung benutzt worden ist: zu dem Beweise dafür, 
dass zwei Kreise sich wie die Quadrate über ihren Durch- 
messern verhalten. Erst im 13ten Buch kommt die Be- 
stimmung der Stücke der regulären Polyeder. 
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Wie man sieht sind bis zu einem gewissen Grade 
gleichartige Stoffe, wie die Lehre von den irrationalen 
Grössen, und gleichartige Methoden, wie die Anwendungen 
des Exhaustionsbeweises, zusammengestellt. Zum Teil ist 
diese Zusammenstellung jedoch auf Rechnung der früheren 
historischen Entwickelung zu stellen, Euklid kann jeden- 
falls erst in zweiter Linie Rücksicht darauf nehmen. Mit 
Rücksicht auf die in der vorhergehenden Zeit entwickelten 
strengen logischen Principien, zu deren weiterer Verschär- 
fung Euklid durch seine Schrift über Fehlschlüsse 
beigetragen hatte, war die logische Unanfechtbarkeit die 
Hauptsache. Während diese für das einzelne Problem 
oder Theorem, wie wir gesehen haben, durch die synthe- 
tische Darstellung verbürgt wurde, kam es darauf an, so- 
wohl innerhalb jedes einzelnen Buches wie im ganzen 
Werke, die einzelnen Probleme und Theoreme so zu ord- 
nen, dass die Grundlage, auf der, und das Material, aus 
dem jedes neue aufgeführt werden sollte, bereits durch 
die vorhergehenden hergestellt war. Mit Bezug hierauf 
haben wir angeführt, dass nicht einmal der Mittelpunkt 
einer Strecke in einem Beweis benutzt werden durfte, be- 
vor nicht seine Existenz durch Konstruktion bewiesen 
worden war. 

Eine solche Zusammenfügung von Sätzen, in der 
man, wie in einem synthetischen Beweise für einen ein- 
zelnen Satz, von dem Bekannten zu dem Unbekannten 
übergeht, sich also vom Einfachen und Einzelnen zum 
Zusanomengesetzteren und Allgemeineren erhebt, wollen 
wir ein synthetisches Lehrgebäude nennen — ohne 
dass jedoch aus dem Altertum eine unmittelbare Berechti- 
gung für diese Bezeichnung vorliegt. In einem solchen 
Lehrgebäude ist der Ausgangspunkt und der Schluss von 
besonderer Bedeutung. 
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Was den Ausgangspunkt betrifft, so ist es klar, dass 
den Problemen, deren Lösungen aus solchen zusamnaen- 
gesetzt sind, die durch frühere Probleme gegeben wurden, 
und den Theoremen, deren Beweise auf frühere Theoreme 
und Probleme aufgebaut sind, gewisse erste Konstruktionen 
vorangehen müssen, deren Ausführung ohne weiteres als 
bekannt betrachtet wird, und gewisse erste Behauptungen, 
deren Richtigkeit als unmittelbar einleuchtend angesehen 
wird. Die ersteren heissen bei Euklid Postulate oder 
Forderungen (ahijiuara\ die letzteren allgemeine An- 
nahmen {xoival Syvoiai)'y statt des letzteren Wortes wii'd 
jedoch gewöhnlich das bei anderen, namentlich philoso- 
phischen Schriftstellern vorkommende Axiome (dfta>/*aTa) 
genommen. Vor diesen beiden Arten von Voraussetzungen 
müssen die Begriffe aufgestellt werden, von denen diese 
Voraussetzungen gelten. Das geschieht in den Defini- 
tionen {ÖQoi), Mit den Begriffen und Voraussetzungen, 
die in dieser Weise von Euklid aufgestellt werden, wollen 
wir uns demnächst beschäftigen. Dadurch lernen wir 
denn auch die Ansprüche kennen, die die Alten im ganzen 
an ihre Voraussetzungen stellten. 

Ausser den Voraussetzungen zieht bei einem synthe- 
tischen Lehrgebäude auch der Schluss eine gewisse Auf- 
merksamkeit auf sich, da es bei der ganzen Anordnung 
den Anschein erhält, als ob alles Vorhergehende als Grund- 
lage für diesen Schluss mitgenommen ist. Wie bereits 
erwähnt schliessen Euklids Elemente mit der Bestimmung 
der Stücke der regulären Polyeder und der daraus fol- 
genden Konstruktion der Polyeder. Dies ist ganz gewiss 
nicht Euklids einziges Ziel gewesen, denn im Verlauf 
seiner Arbeit nimmt er vieles mit, was weder direkt noch 
indirekt für diese Bestimmung benutzt wird; er hat also 
eine allgemeine Grundlage für weitergehende mathema- 
tische Untersuchungen hergestellt und sicherlich auch 
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Fall. Am Schlüsse des Buches sind die Sätze über Flä- 
chengleichheit mehr zusammengerückt. 

Da wir hier den Begriff synthetisches Lehrgebäude auf- 
gestellt haben, so wollen wir des Gegensatzes wegen — und da 
wir auch, abgesehen von der Anwendung auf die Schriften der 
Alten, wünschen zu voller Klarheit über die Begriffe Analyse uud 
Synthese zu gelangen — berühren, was wir unter einem analyti- 
schen Lehrgebäude verstehen würden. Während man sich in 
dem synthetischen Lehrgebäude erst allmählich zu der Betrachtung 
von zusammengesetzteren und allgemeineren Verhältnissen erhebt, 
nimmt man im analytischen Lehrgebäude ein allgemeines 
Princip, dass gerade durch seine Allgemeinheit eine gewisse Ein- 
fachheit besitzen kann, zum Ausgangspunkt und entwickelt von 
diesem aus die Verhältnisse, die in den verschiedenen einzelnen 
Fällen zur Geltung gelangen müssen. Eine Behandlung der Geo- 
metrie, bei der man mit der geraden Linie und dem Kreise anfängt 
und sich demnächst durch die Kegelschnitte zu Kurven höheren 
Grades erhebt, ist ihrer ganzen Anlage nach synthetisch, selbst 
wenn die Einzelheiten analytisch behandelt werden; eine Behand- 
lung aber, bei der man sofort die Eigenschaften allgemeiner Kurven 
untersucht und daraus im besonderen Sätze über die Gerade oder 
die Kegelschnitte ableitet, ist ihrer Anlage nach analytisch. Ein 
ausgeprägtes Beispiel für eine analytische Behandlungsweise besitzen 
wir in der analytischen Mechanik von Lagrange, in der alles aus 
dem Princip der virtuellen Geschwindigkeiten abgeleitet wird. Wäre 
dies Princip selbst nur als eine Hypothese aufgefasst, die durch 
ihre Anwendungen oder Konsequenzen bewiesen werden sollte, so 
würde das Verfahren ganz übereinstimmen mit der bereits erwähnten 
Anwendung der analytischen Methode auf einzelne Sätze. Ist das 
Princip dagegen wie bei Lagrange im voraus sicher gestellt, so 
ist das angewandte Verfahren dennoch wesentlich dasselbe, und 
wenn man es analytisch nennt, so stimmt das immer noch zu der 
früher gebrauchten Anwendung dieses Wortes. Im übrigen wird 
in der Regel durch ein synthetisches Fortschreiten vom Specielleren 
zum Allgemeineren der allgemeine Gesichtspunkt gewonnen werden, 
der der Ausgangspunkt für ein analytisches Lehrgebäude ist. 
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lichkeit bildet, mit der alles in den eigentlichen mathe- 
matischen Sätzen und ihren Beweisen behandelt wird. 

Die Sache ist die, dass in die Definitionen, Postulate 
und Axiome alles das verwiesen wird, zu dessen Voraus- 
setzung im Lehrgebäude der Mathematiker berechtigt 
sein will, ohne weder eine Erklärung oder Beschreibung 
vom «wie», oder eine Begründung vom «weshalb» zu 
geben. Es ist seine Sache im voraus ein genaues Ver- 
zeichnis von dem zu geben, was er voraussetzen will, 
und dieses muss so deutlich sein, dass es, sobald er es 
benutzen soll, klare Auskunft giebt, so dass es dann 
klar wird, dass er weder mehr noch weniger gebraucht 
als das, wozu er sich das Recht ausbedungen hat; die 
Abstraktionen aber, die dazu geführt haben die Begriffe 
aufzustellen und ihnen in Postulaten und Axiomen gerade 
diese bestimmten Eigenschaften beizulegen, ja selbst ein 
vorläufiger Nachweis darüber, dass er wirklich die Forde- 
rung erfüllt habe, ihnen weder zu viele noch zu wenige 
Eigenschaften beizulegen, gehen ihn nichts an. Er ist 
als Mathematiker nur verantwortlich dafür, dass derjenige, 
der ihm alle diese Dinge einräumt, hinterher durch 
seine sicheren Schlüsse gezwungen werden muss alles das 
einzuräumen, was er daraus ableitet. Dabei muss es sich 
praktisch zeigen, dass er eine hinreichende Anzahl von 
Voraussetzungen gemacht hat. Dass er nicht zu viele 
gemacht hat, lässt sich wohl kaum so unmittelbar nach- 
weisen; aber wenn er es gethan hätte, so würde er sich 
dem aussetzen, dass andere ihm nachweisen könnten, dass 
er es gethan hätte, nämlich dadurch, dass einige von den 
Voraussetzungen in Widerstreit mit einander wären 
oder aus einander abgeleitet welrden könnten. 

Wenn man die von den Alten, namentlich von Eu- 
klid, ausdrückUch aufgestellten geometrischen Voraus- 
setzungen richtig würdigen will, so muss man mehr dar- 
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gelangen den Alten nicht unbekannt war, sieht man aus 
einer anderen Reihe von Definitionen, nämlich XI, 2, 
I, 6 und I, 3, die indessen bei Euklid nicht neue Defi- 
nitionen von Fläche, Linie und Punkt sind, sondern nur 
Angaben darüber, wie Köi-per, Fläche und Linie begrenzt 
werden. 

Dass man nicht in den Definitionen, sondern erst in 
den Postulaten in Verbindung mit einem der Axiome 
Aufklärung darüber suchen muss, was eine gerade Linie 
ist, habe ich bereits berührt. Auch die Existenz der 
Kreislinie wird erst sichergestellt in den Postulaten, 
wogegen ihre Definition (I, 15) eher zu viel als zu wenig 
zu sagen scheint. Diese berichtet nämhch nicht nur, dass 
alle Punkte der Kreislinie dieselbe Entfernung vom Cen- 
trum haben sollen, sondern giebt zugleich an, dass der 
Kreis selbst eine Figur ist, also ein durch die Kreislinie 
abgegrenzter Teil der Ebene, und dass das Centrum inner- 
halb dieser Linie liegt. Wenn nicht gesagt ist, dass die 
Kreislinie alle Punkte von der zuerst angeführten Eigen- 
schaft enthalten soll, so wird die erste der angeführten 
Angaben immerhin kein überflüssiges Unterscheidungsmerk- 
mal zwischen der ganzen Kreislinie und dem Kreisbogen. 
Dadurch kann sie ihren Platz zwischen den Definitionen 
behaupten. Im übrigen werden wir sehen, dass diese 
Angaben, wenn sie ihren Platz nicht hier erhalten hätten, 
in einer oder der anderen Form unter die Postulate auf- 
genommen werden müssten. 

Die Definition eines Durchmessers im Kreise (I, 17) 
enthält dagegen einen Zusatz, der sicher überflüssig ist, 
nicht nur für die Definition, sondern überhaupt unter den 
Voraussetzungen. Es wird nämhch nicht nur gesagt, dass 
der Durchmesser durchs Centrum geht, sondern auch, 
dass er den Kreis halbiert. Dies letztere ist ein Satz, 
der sich durch die Kongruenz der beiden Teile, in die 
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5. Wenn eine gerade Linie, die zwei andere gerade 
Linien schneidet, auf derselben Seite innere Winkel bildet, 
die zusammen kleiner als zwei Rechte sind, so werden 
die letzgenannten beiden Linien bei der Verlängerung bis 
ins Unendliche sich auf der Seite schneiden, wo die Winkel- 
summe kleiner als zwei Rechte ist. 

Die Konstruktionen, aus denen sich alle übrigen nach 
diesen Postulaten sollen zusammensetzen lassen, sind die- 
jenigen, die praktisch durch Zirkel und Lineal ausgeführt 
werden. Indessen würde es irreführend sein, nur dies 
einseitig festhalten zu wollen. Das zeigt sich unter ande- 
rem dadurch, dass dann kein rechter Platz mehr bleiben 
würde für die beiden letzten Postulate, weshalb denn auch 
bereits sehr frühe Herausgeber sich haben verleiten lassen 
diese unter die Axiome zu versetzen. 

Wie man sieht, werden Lineal und Zirkel gar nicht 
genannt. Durch ihre Benutzung würde man ja auch nur 
ein unvollständiges Bild von der mathematischen geraden 
Linie und dem mathematischen Kreise geben. Selbst die 
drei ersten Postulaten geben, wie wir bereits über Euklids 
Voraussetzungen überhaupt gesagt haben, gar keine Auf- 
klärung darüber, von wo aus oder durch welche Mittel 
man das zustande bringt, was man vorausgesetzt haben 
will. In Übereinstimmung damit, dass die Probleme der 
Alten im wesentlichen Sätze über die Existenz, und ihre 
Lösungen Beweise für die Existenz des Behandelten oder 
Gesuchten sind, sind die Postulate Behauptungen über 
dessen Existenz, deren Anerkennung ohne Beweis oder 
Nachweis verlangt wird. Die Behauptungen, die in den 
drei ersten Postulaten enthalten sind, wollen dann nur 
sagen, dass es- eine gerade Linie durch zwei beliebige ge- 
gebene Punkte giebt, dass diese ohne Grenze verlängert 
werden kann, und dass es einen Kreis giebt mit einem 
beliebigen gegebenen Mittelpunkt und einem beliebigen 
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gegebenen, von diesem ausgehenden Radius, ^ J^..xei- 
anderen Worten einen Kreis, der einen gegebenen ^^^ 
punkt hat und durch einen gegebenen Punkt geht- ^^^ 
das dritte Postulat wirklich so zu verstehen ist un .^^ 
etw^a verlangt, dass die Existenz eines Kreises toS^ -c^e^^ 
nem Mittelpunkt und einem an einer Stelle det ^eO^ 
gegebenen Radius ohne Beweis eingeräumt werd^» ^e.^ö 
sich sofort daraus, dass Euklid im 2ten Satze ^^^^et ^^ 
die Bestimmung eines solchen Kreises mit Hütf® e\^^^ 
ersten Satze mitgeteilten Konstruktion eines gleic'^ ^ "^ 
Dreiecks sich aus den postulierten Konstruktiv ^'^^a ^ 
sammensetzen lässt. Da dies sich wirklicb. tb>^ ^^ ,vy\, 
so hat Euklid durch die angeführte EinschiätJ^ 0^ p\^ 
3ten Postulates nur die bereits genannte PflicT^^ ^tr v^, 
nicht zuviel vorauszusetzen. Wäre <ia.geget^ r/i^ ^' 
Rede von der praktischen Ausführung mittels des ^^^ ^^e 
so wäre die Lage des gegebenen Radius gleicbg;^ ^*^ ^^ 
Wesen, und man darf wohl sagen, dass d.er Ina 2t^ ^ 
angegebene Weg nicht für die praktisclxe A^nsfuht^ ^, 

Zeichnungen bestimmt gewesen ist. ^^ -x^h 

Bei dieser Auffassung von der BecleicLtTang ^^^^^0^^ -p. 
late ist es offenbar, dass es niclit genügt, die ^ xj%t>^ -i^. 
der auf die einfachste Weise bestimmten geradem ^-tjT'^^ 
und Kreise zu postulieren. Die geoxxLetrisclien K^ ^^ ^ ^ 
tionen werden dadurch ausgeführt, dass man mit ^ ^^ ^^^ 
Durchschnittes verschiedener Linien I^\anls:te he&in^^J^^^^^ 
wieder zur Bestimmung von neuen Linien benutz ^"t>^^*^' 

können. Dann muss die Existenz clex Sclmittpunk e ^^-^^13^ 
sowohl wie diejenige der Linien postixLiert werden^ X*^ 

sie kann unmöglich eine Folge dieser letzteren sei^- ^^^.t^^ 
5ten Postulat wird es deshalb aiasdr-iicklicli ^^^^^^^ öi*^^^ 
Voraussetzung aufgestellt, dass z-vsrei gerade ^^^^^ ..,7V- ^^' 
schneiden, wobei jedoch die Einscl^Tranlsiniig geDa»^^ _^^^^^^^^\^ 
den muss, die notwendig ist, damit, oi^ 
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lieh wahr werden kann, eine Einschränkung, die hier 
ganz dieselbe Rolle spielt, wie der Diorismus zu einem 
Problem. Wenn nicht die Existenz des Schnittpunktes 
im öten Postulat verlangt worden wäre, so würden die 
Lösungen der Probleme, bei denen Schnittpunkte zwischen 
geraden Linien benutzt werden, im Allgemeinen durchaus 
nicht diejenigen Beweise für die Existenz der konstruier- 
ten Figuren geben, die die wesentliche Ausbeute der Kon- 
struktionen sein sollten. 

Ist diese Betrachtung richtig, so wird man Postulate 
vermissen, die auf ähnliche Weise die Existenz von Schnitt- 
punkten zwischen der geraden Linie und dem Kreise oder 
zwischen zwei Kreisen anerkennen. Allerdings muss die 
vollständige Abgrenzung der Fälle, in denen das Durch- 
schneiden wirklich stattfindet, bereits die Entwickelung 
von mehreren Sätzen verlangen, und vielleicht hat der 
Umstand, dass Euklid deshalb* nicht sofort diese Ab- 
grenzung in voller Allgemeinheit geben kann, ihn abgehalten 
die hierzu dienenden Forderungssätze aufzustellen. Um 
überhaupt den Kreis bei Konstruktionen benutzen zu kön- 
nen, sind jedoch wenigstens einige Voraussetzungen über 
sein Schneiden mit der geraden Linie und mit anderen 
E[reisen notwendig. Welche Euklid benutzt, das muss 
man in den Anwendungen suchen, die er macht. 

Da sieht man denn in Satz I, 12, dass er um sicher 
zu sein, dass ein Kreis mit gegebenem Mittelpunkt eine 
gewisse gerade Linie schneidet, diesen Kreis durch einen 
Punkt gehen lässt, der auf der dem Mittelpunkt entgegen- 
gesetzten Seite der Geraden liegt, und dass er es in Satz 1 
als einleuchtend betrachtet, dass zwei Kreise, jeder mit 
dem Mittelpunkt auf der Peripherie des anderen, sich in 
zwei Punkten schneiden, und in S^^tz^ 22, dass auch ein 
Kreis, der sowohl durch einen Punkt innerhalb als durch 
einen Punkt ausserhalb der Peripherie eines anderen Kreises 
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geht, diesen anderen Kreis schneidet. Dass er sie 
diese Voraussetzungen stützt, geht aus den betren ^^^ 
Stellen hervor, und an anderen Stellen wird nichts ^ ^^eis 
Durchschneiden zwischen Kreis und gerader Linie od© 
vorausgesetzt, bevor das dazu erforderliche bewies® teVVt®^ 
Enthalten die von Euklid ausdrücklich aufg® ^^^^eicv 
Voraussetzungen denn gar nichts über diese *^ ^^"^^^ 
Voraussetzungen, deren Euklid sich an den at^S ^ \6^ 
Stellen, namentlich in Satz 12, vollkommen be'^ ^^ © 
Die Postulate thun es jedenfalls nicht, aber, ^^^ t^^^ -^ 
sehen haben, sind die Unterschiede zwisclieti ^^ 0^ ^^ 
und Definitionen nicht so ausgeprägt, dasB tX^^ ^0^ ^^ 
zwischen den ersten zu suchen brauclit. Dai^^ ^^ -^e- 
klar, dass Euklid die Berechtigung znr Beii\itx>^^^^iO ^^^ 
Voraussetzungen darin suchen kann, dsiBS er i"^ a%^ \f^ 
finitionen gesagt hat, ein Kreis sei eine Figui'i ^0 \w 

Mittelpunkt enthält, woraus dann folgen ra\i88, ^ 'x;^^ -cC^ 
Kreislinie eine hinreichend verlängerte gerade ^ 1;P^ e"^^ 
zwei Punkten schneiden muss, wenn sie iliren M^^ ^^^ ^T® 

auf der einen Seite von dieser Linie liat nnd dvwr<^ ^'^^^0*^i'^ 
Punkt auf der anderen Seite geht, nn<i eb>en80 eiti^ ^^ :v> 
Kreislinie, wenn sie einen ausserhallD liegenden P^ cl 

einem inneren verbindet. Im übrigen, sei bemei^ xy^^^ 
man auf ähnliche Weise in gewissen. Fällen da6 ^cy^ \ 
schneiden gerader Linien ohne Benntznng des 5ten. ^^ 4^% 
lates beweisen kann, wenn man iDernclsisiclitigt, -j^^i*^ 

Umfange von Polygonen auch Fläetien alDgrenzen, dx^^ ^ ^^ ii3 
unendliche Ausdehnung haben. Davon macht Eu 
I, 21 Gebrauch. . ^j^ 

Noch fehlt uns eine Erklärnng aafür, wie 
hauptung, dass alle rechten Winkel gleicli gross ®^"^^^^, 
Platz unter den Postulaten erhalten Isia^nn. Aus den ^^^^^ 
geht hervor, dass alle Winkel gleiclx gross sm , - 

kongruent sind, sonst nicht, TX^a aie Behauptung ib 
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genau dieselbe wie die andere, dass alle rechten Winkel 
kongruent sind. Da ein rechter Winkel (in Def. 10) als 
solcher definiert wird, der seinem Nebenwinkel gleich ist, 
so läuft das Postulat darauf hinaus, dass der Winkel, 
den wir jetzt einen gestreckten nennen, eine, bestimmte 
Grösse hat, oder, dass die Verlängerung einer gegebenen 
geraden Linie über den einen Endpunkt hinaus eindeutig 
bestimmt ist. Eine volle Bestätigung dafür, dass dies ge- 
meint ist, erhält man, wenn man sieht, dass das Postulat 
gerade auf diese Weise faktisch angewandt wird; das ge- 
schieht im Beweise für den Satz I, 14. 

Das 4te Postulat wird also ein Zusatz zum 2ten, dass 
nämlich die in diesem enthaltene Bestimmung der Ver- 
längerung einer geraden Linie eindeutig ist, und es hat 
wohl zunächst deswegen seinen Platz unter den Postulaten 
und nicht unter den Axiomen erhalten. Das Postulat 
würde nicht vermisst werden von einem modernen Leser, 
der gewohnt ist, dass auf die Anzahl der Lösungen Rück- 
sicht genommen wird, und sich deshalb zunächst denken 
würde, dass die Eindeutigkeit bereits im 2ten Postulat 
mit unterverstanden ist. Wenn es nun doch einmal da- 
steht, so vermisst man ein anderes Postulat, welches aus- 
drückt, dass auch die in dem ersten Postulat gegebene 
Bestimmung einer geraden Linie eindeutig ist. Von dieser 
Eindeutigkeit macht Euklid ausdrücklich Gebrauch in 
Satz I, 4, wo er in seiner Beweisführung das Argument 
gebraucht, dass «zwei gerade Linien keinen Plächenraum 
einschliessen können»; aber diese Behauptung, die durch- 
aus zusammenfällt mit derjenigen, dass das erste Postulat 
eindeutig ist, findet sich nicht unter den aufgestellten 
Voraussetzungen. Hier liegt unzweifelhaft eine Inkonse- 
quenz vor. Auf diese ist man schon im Altertum auf- 
merksam geworden und sie hat die Herausgeber veranlasst, 
die in I, 4 ausdrücklich benutzte Voraussetzung entweder 
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— und wahrscheinlich am frühesten — unter die Postu- 
late aufzunehmen, wohin sie mit demselben Recht gehört 
wie das Postulat I, 4, oder unter die Axiome. Dieses 
neue Postulat drückt zugleich aus, dass die Bestimmung 
eines Punktes mittels des öten Postulates als Schnittpunkt 
zwischen zwei Geraden eindeutig ist. 

Die Eindeutigkeit des 3ten Postulates über die Be- 
stimmung eines Kreises durch Mittelpunkt und Radius 
braucht man dagegen nicht vorauszusetzen. Man kann 
hier nämlich wieder davon Gebrauch machen, dass der 
Kreis bereits in den Definitionen vollständiger bestimmt 
ist als die gerade Linie. Dadurch ist Euklid imstande 
in den Sätzen in, 6 und 6 zu beweisen, dass koncentrische 
Kreise sich nicht schneiden oder berühren können, dass 
also der vollständige geometrische Ort für die Punkte, 
die denselben Abstand von einem gegebenen Punkte haben 
wie ein anderer Punkt, nur aus einer geschlossenen Kurve 
besteht, mit anderen Worten, dass das 3te Postulat nur 
einen Kreis giebt. 

Euklids Istes, 2tes, 4tes und 6tes Postulat, ergänzt 
durch die in Satz I, 4 benutzte Voraussetzung, dass das 
erste Postulat eine eindeutige Bestimmung geben soll, und, 
wie wir sehen werden, durch eine im 7ten Axiome ent- 
haltene Voraussetzung, drücken alle Eigenschaften einer 
geraden Linie aus, welche ihrer Verwendung in der Geo- 
metrie zu Grunde liegen, unvermerkt, ja, wie wir sehen 
werden, ohne es selbst gewahr worden zu sein, hat Eu- 
klid damit indes gleichzeitig die Grundeigenschaften der 
Ebene aufgestellt erhalten. Die ausdrücklich aufgestellte 
Definition der Ebene (I, 7) ist an sich ebenso nichtssagend 
wie diejenige der geraden Linie. Die Ebene wird noch 
in den Definitionen I, 8 und 15 genannt, wo ausgespro- 
chen wird, dass die Schenkel eines Winkels in derselben 
Ebene liegen müssen, und dass der Kreis eine ebene 
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Figur ist. Von grösserer Bedeutung ist es, dass in den 
aufgestellten Postulaten stillschweigend vorausgesetzt wird, 
dass die verschiedenen Bestimmungen innerhalb einer und 
derselben Ebene stattfinden. Ohne dieses würde das 5te 
Postulat geradezu sinnlos sein. Die Eigenschaft, die nament- 
lich durch das erste und zweite Axiom einer Ebene bei- 
gelegt wird, wird nun die, dass sie jede gerade Linie, die 
durch zwei ihrer Punkte geht, nebst ihren Verlängerungen 
bis. ins Unendliche ganz enthält. Hätte Euklid selbst 
dies ausdrücklich festgestellt, so hätte er darin eine wirk- 
liche Grundlage erhalten können für die drei ersten Sätze 
des Uten Buches, die aussagen, dass eine gerade Linie, 
die teilweise in einer Ebene liegt, nicht aus dieser heraus- 
gehen kann, dass zwei gerade Linien, die sich schneiden, 
in einer Ebene liegen (und sie bestimmen), und dass die 
Durchschnittslinie zweier Ebenen gerade ist. Nun stellt 
er einige andere Beweise auf, von denen der für XI, 1 
die Richtigkeit von XI, 2 voraussetzen muss, der um- 
gekehrt wieder auf XI, 1 aufgebaut ist. In logischer Be- 
ziehung, sowohl principiell wie formell, steht Euklids 
Behandlung der Stereometrie im ganzen hinter seiner 
ebenen Geometrie zurück, wofür wir ein noch wichtigeres 
Beispiel bei der Besprechung seiner Axiome sehen werden. 
Indessen wird sich zeigen, dass die griechischen Mathe- 
matiker trotz dieses Mangels die stereometrischen Sätze 
und Operationen dennoch in einem recht bedeutenden 
Umfange kannten. 

Während wir bei Definitionen und Postulaten, 
um genaue Auskunft über die Voraussetzungen zu erhal- 
ten, die sie ausdrücken sollen, zum Teil unsere Zuflucht 
zu den Anwendungen haben nehmen müssen, die Euklid 
in seinen Sätzen faktisch von ihnen gemacht hat, so geben 
diejenigen Axiome des ersten Buches, deren Ächtheit für 
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verändern, wenn ihre Teile in verschiedener Reihenfolge 
zusammengesetzt werden, sich aber verändern, wenn einige 
der Teile fortgenommen werden, gesagt wird, sie besässen 
Grösse», so stimmt diese Definition durchaus zu den an- 
geführten Axiomen, die sogar den Vorzug haben etwas 
direkter zu erklären, was gleich, grösser oder kleiner ist. 

Dieser allgemeine Grössenbegriff muss durch beson- 
dere Kennzeichen ergänzt werden, die seine Anwendung 
ermöglichen sowohl auf bestimmte Arten von Grössen, 
wie geometrische Grössen, Gewichte u. s. w., als auch 
auf rein abstrakte Zahlengrössen. Euklid, für den die 
geometrische Grösse zur abstrakten Grösse wird, da sie 
in der geometrischen Algebra zur Darstellung von Grössen 
jeder Art, auch von Zahlen, dient, muss zuallererst Kenn- 
zeichen für die Gleichheit geometrischer Grössen 
geben; das geschieht im 7ten Axiom zum ersten Buch, 
von dem wir jetzt gleich reden woUen. Erst im 5ten 
Buche wird eine unmittelbare Darstellung abstrakter Grössen 
als Verhältnisse gegeben und ausserdem Kennzeichen 
für ihre Gleichheit und Ungleichheit. Die Verhältnisse 
zur Einheit sind Zahlen in der modernen und allgemei- 
nen Bedeutung dieses Wortes. Die Einheit wird jedoch 
erst im 7ten Buch eingeführt und dann nur als Maass 
für damit kommensurable Grössen angewandt. Die dazu 
dienenden Voraussetzungen werden wir im Zusammenhang 
mit dem übrigen Inhalt dieser Bücher besprechen. 

Im 7ten Axiom des ersten Buches, zu dem wir nun- 
mehr nach diesem Ausblick auf andere Grössenbestim- 
mungen als die geometrische zurückkehren, wird aus- 
gesprochen, dass kongruente Grössen oder solche, die sich 
zur Deckung bringen lassen, gleich sind. Dieses Kenn- 
zeichen für geometrische Gleichheit geht ganz natürlich 
dem im 8ten Axiome enthaltenen Kennzeichen für Un- 
gleichheit voran, das keine besondere Ergänzung mit Bezug 
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auf die geometrischen Grössen bedarf. Euklid weist im 
7ten Axiom mit grosser Sicherheit auf das hin, was immer 
der erste Ausgangspunkt für jede Untersuchung von Grös- 
sen in der Geometrie sein muss. Die Kongruenz ist es 
bereits beim praktischen Messen, das darin besteht, nach 
und nach von dem, was gemessen werden soll, eine Reihe 
von Teilen aufzuzählen, die dem Maasse kongruent sind. 
Sie ist es ferner sowohl in Euklids eigenem Lehrgebäude 
wie in allen folgenden, die geometrische Grössen behan- 
deln: man geht davon aus, dass gewisse Grössen gleich 
sind, weil sie kongruent sind, und ungleich, weil die eine 
selbst ein Teil der anderen ist oder einem Teile der an- 
deren kongruent ist. Eben dieses Verfahren wendet Eu- 
klid im ersten Buche an um zu zeigen, wie Gleichheit 
und Ungleichheit von Seiten oder Winkeln desselben 
Dreiecks oder verschiedener Dreiecke sich gegenseitig be- 
dingen. Die Resultate hiervon kombiniert er dann mit 
den allgemeinen Voraussetzungen über Grössen. Ja er 
ist sogar bestrebt das specifisch geometrische Princip der 
Kongruenz so wenig wie möglich anzuwenden. So be- 
nutzt er in I, 26 nicht unmittelbar die Kongruenz um 
zu beweisen, dass Dreiecke, die in einer Seite und den 
anliegenden Winkeln übereinstimmen, es auch in den 
übrigen Stücken thun, sondern er schliesst dies antithetisch 
aus den früheren Kongruenzfällen. 

Für gerade Linien und Winkel fällt Gleichheit zu- 
sammen mit Kongruenz. Für gebrochene Linien, Flächen- 
und Rauminhalte kann man dagegen erst, nachdem man 
Gleichheit durch Kongruenz nachgewiesen hat, Gleichheit 
ohne Kongruenz nachweisen durch Zusammensetzung nach 
den allgemeinen Voraussetzungen über Grössen, wie es 
beispielsweise in I, 35 geschieht, wo bewiesen wird, dass 
Parallelogramme von derselben Grundlinie und Höhe 
gleich sind. Zu der Grösse krummer Linien und der 
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Flächen, die von solchen begrenzt werden, sowie zu der 
Grösse der meisten Rauminhalte kann man nur durch 
Grenzübergänge gelangen, die von den Alten durch den 
Exhaustionsbeweis ausgeführt wurden, und die zum Teil 
zugleich die Aufstellung neuer Voraussetzungen verlangen. 
Das werden wir sehen, wenn wir dazu gelangen Euklids 
12te8 Buch, sowie die Arbeiten von Archimedes zu be- 
sprechen. 

Dagegen müssen wir sogleich erwähnen, dass die 
Art und Weise, wie Euklid in der Stereometrie das im 
7ten Axiom aufgestellte Kongruenzaxiom benutzt, mit 
einem sehr wesentlichen Mangel behaftet ist. Dieser 
hängt damit zusammen, dass man in seiner Stereometrie 
jedes Unterscheiden zwischen Kongruenz und 
Symmetrie vermisst, lässt aber doch erkennen, dass er 
symmetrische Figuren nicht für kongruent hält. Denn 
in solchem Falle würde er gemeint haben im 7ten Axiom 
eine ausreichende Grundlage für Volumenbestimmungen y 

zu besitzen. Statt dessen stellt er eine neue Vorausset- 
zung auf, die sowohl auf kongruente wie auf symmetrische 
Figuren passen kann. In der lOten Definition des Uten 
Buchs werden gleiche und ähnliche Raumfiguren als 
solche definiert, die von gleichvielen gleichen und ähn- 
lichen (d. h. kongruenten) ebenen Figuren eingeschlossen 
werden. Diese Definition enthält ausser einer Namen- 
gebung zugleich eine geometrische Voraussetzung, also ein 
Axiom, dass nämlich diese Figuren auch gleich an Raum- 
inhalt sein sollen^. Das wird in XI, 29 benutzt, wo 
bewiesen wird, dass Parallelepipeda von derselben Grund- 
fläche und Höhe gleich sind, und ausserdem wird daraus 
in XI, 28 geschlossen, dass die beiden dreiseitigen Prismen, 



\ 



^ Cauchy hat bewiesen, dass derartige Figuren wirklich 
immer kongruent oder symmetrisch sind. 
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aus denen ein Parallelepipedon besteht, gleich sm • 
weiss man, dass die Prismen, die in dem ersten . 

umgelegt werden, kongruent sind, und dass di® r^e 
gen Prismen des letzten Satzes durch Umlegen j 

in kongruente Prismen verwandelt werden könti® ' ^ 
kann Euklid nicht bemerkt haben; denn dat^ ,^^ 
die Einführung eines neuen Princips für die ,y^^ 
von Körpern überflüssig und deshalb seinem ge^^ 
Verfahren widerstreitend gewesen sein. ^e 

Das 7te Axiom ist in der hier nacligev/i^^ ( 
nutzung nur ein Kennzeichen für geometriscT^ 
heit gewesen oder, wenn man will, eine Deü^nit^^ ^ 
jedenfalls aber steckt darin eine wirkliclie g^^ . - 
Voraussetzung oder ein Axiom von selxr ^wesen^tl^ 
deutung. Dieses drückt aus, dass überliaiapt ^ , 
gruenten Figuren die Rede sein kann, also votx 
legung von Figuren an andere Stellen des 
Nach Euklids Axiom bestimncien <iie geoco^^ 
Grössen alles dasjenige, was während ein.er solc 
legung unverändert bleibt. Worin diese Verle! 
stehen soll, wird jedoch gar niclit clcLaratterisie 
wird nicht einmal im Axiom erwälxnt, al>er di 
düngen zeigen, dass an die empirisclcLe Verlegun 
wird, die von den physischen, sogen a.nn.ten u 
liehen Körpern her bekannt ist. 

Wenn wir früher berührt liSLT3en., dass 
1, 7 notwendig ist um eine gerade Linie vol 
charakterisieren, so dachten wir eT3en daran, dJ : 
z. B. in den Beweisen für die Kongrvienzsätz , 
die Voraussetzung benutzt, dass eirxe gerad 
durch Verlegung nicht verändert. 



.5. Anmerkung über die Vorausseüungen 
^^^ Geometrie. 

Wenn man die zuletztgen-^ f 
mit denjenigen kombiniert, die b • ^'6®''^'^''*^ der geraden Linie 
sind, die Eindeutigkeit der b_*1^®'*^ •'^ <^«n Post»Iaten ausgedrückt 
einbegriffen, so wird die gerade /•"'"""^ "^"^^^^ ^^®' P^nl^te mit- 
ganzen Ausdehnung nacJi mit g. *® "'s solche definiert, die ihrer 
menfäUt, wenn sie so verlege w"^"^ «"deren geraden Linie zusam- 
zweien der anderen Geraden zu '^**' ^*®^ ^^®' *'"®'^ Punkte mit 
tion keinen Kreisschluss enthält ^*™'"®°fallen- Dass diese Defini- 
. Zusammenlegen mit einer andere ^'''^'^''^h die gerade Linie durch 
erkennt man daraus, dass keine" ^^''^^^n Linie bestimmt wird, 
besitzt. Dagegen ist das Axiom *''*^®>-e Linie diese Eigenschaft 
legung vorausgesetzt Nach der n"?" ''er Möglichkeit einer Ver- 
Linie als geometrischen Ort fü^ *;ffi"'tion erhält man die gerade 
der sich dreht, während z^ei p^^ « festen Punkte eines Körpers, 
gerader Linien durch em Lineal, all >» ««gen. Die Konstruktion 
""%t?i £-r Z.tZ£^t^-o:-^ eine bewegliche gerade 

?itcT b"t t:d'S'r-C:4»-^ings nicht bei Euklid, 
u^uiiizi, ULJ c er jj g der Eiffenschaften, die er 

Axiomen aufstellt Diese be«5fi^ '^ UriH *^igeuöwi» > 

1:^1 •• u ' . "\**^®^"- -^ , ^T "'^men ^ ^ '^ach in Postulaten und 
Flache, die fede Gerade, die ^ ^^ <iery».-. i 

ganz enthält. DiesJ Besti»mu,'''«h e^J'^^<=hst die Ebene als eine 

gute Definition enthalten dar^d! ^^'^^H ^^ ''^-" Tr a^ dnt 
Irischen Ort für eine einfach „ ^*« die Pk '*'"" "" , LT 
noch für eine doppelt unendlie^^'^^dliche ^i"""« ^^'' f! f In 
Man kann Jedoch^ die Besti.^^^« An,,^, VoTlK be—. 
Axiom oder Postulat zerlegen. Di„t,'ö eine "" ^"n*^^®° , • • 
werden als der Ort für die Gei" »^«ne ^' f ?"'«°° "1 d Lert 
den Punkten einer festen Gerade^^t^«^' «^'e ein '"" ^"' Punt mft 
als unbeweisbare, aber für das ge^^^'-^'^den ^'^ ^^^*^". ^^1 muss 
dige Voraussetzung bimHefii^t%y^^tHs^j^^ ^^^ ^«"""f notwen 
die oben erwähnte allger«eine ßi^^^den. da^f'^'^'S«*'*"*^' he dann 
Über diese Schwierigkeit ko^^'^'^aft >« diese P^'^^^ '""'' 
dass man, wie es auch wohl gesch-. * "^»h da^ u» hinwee 

geometrischen Ort für die Punfcf^ '^^l^en .-^ ^»durch oicW ^'^^^ 
festen Punkten haben. Es geling, f^ ^l,-,^^- Ebene ^eß^f .^^ 
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zu beweisen, dass die so <a«fi«x«rte Ebene « *^ 

enthält, von der sie zwei E-unfete enthält, abe:-: 

auf der Grundlage aer «l>e«e« *='^^-"'"l"!' ^^ 1™ 

fll«»™n8 über die Et»«««. <*>« a-lle behax» 



Voraussetzung über am 



hält, gemacht hat. Ebene ^wrird noch eine» 

Wie wir ^^^^^l^^^t, „och eine geometri; 

nicht so deutlich be'^^^f^ ^^ betrifft, nämlich di 

die auch geradhnige V '^ ^^^^t^^ne oder krumir 

selbst zurticklaufeude ^^ einschliesst, und 

einen endlichen ^'^«»»^^^^^^^„rttoklartfenden Li, 

geraden oder in sich sel^ „ee^«"«*«" P^nkt ver 
halb und einen innerhalb ^^^^ Ähnliche Vor 

zwei Punkten 6«««*^"*"?^^««««« FlÄohen an; 

sen sich an die 8«««^*^^^^^^^^ gelat als E«kh 

eine Rolle, wenn --^^^"^^1^«««*-«"^«- ,f^ 
Die geometrischer* >/^^^x,om, 2) i 

also folgende: 1) **« ^^^^^^^1,«^ ei"« E*'^"/ 
gShrtenVorausset^^-ge« -^-^^„ren (und 

% ,23) über ges<^^^°^^^?.trttt»rt «^ diese 
Jes ntichsten P--^^^;:^ ''aJ^^v.s^^rclem Er, 
p^stulaten und A-xox«e-^^^^. ^^ *".^tTd.e 
Ten Benennungen. ^^*^^^"^^nge« ^*l» «urV 
ausgesprochene ^-J^^^;;;^ g«^«" "-»'J Xe' 
enthalten, »f "«^^at^ li^^r den A«^b^« 
sprechen .ug^e^eWx«^^^^^ S«^oh^:i.ung. 
notwendige Vora e». ^"Y^'^-en Teiler 

anderlichkeit ^«J^^J^^x «--- ^T^^^ ^^ ' 

Elementen «^«^S ^^^^Y.^ ^^^ e,tv^e\tven 

über den ^^Jgexxs «^ *^^^^^:^^^i^^^ «^ 
•*her ihre S®**-._^ -»3t«a.V>Tft&.w^S, 

",„tet eina-T»^ 
lieb unter 
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Ihnen festhalten und aus ihnen allein Konsequenzen ziehen kön- 
nen, während man andere unbeachtet lässt Dadurch erhält man 
enie Verallgemeinerung der Geometrie; denn die Sätze, welche man 
dann beweist, gelten sowohl für den «Raum» der zugleich den 
übrigen Voraussetzungen genügt, als auch für 'solche Bäume, die 
es nicht thun. Sie können auch in dem durch Euklids Voraus- 
setzungen definierten Raum eine derartige weitergebende Anwendung 
finden, dass beispielsweise gerade Linien mit Kurven vertauscht 
werden d.e durch einige Eigenschaften der gewöhnlichen geraden 
Linie charakterisiert werden, so dass ausser dieser auch andere 
Linien dann einbegriffen sind. 

Die wichtigste dieser Verallgemeinemneen d'« projekti- 
vische Geometrie, ist Jedoch nic^eS^h durch Spekula- 
lonen über d.e Axiome entstanden. Ihre me Uten Sätze sind aus 
Verallgememerungen hervorgegangen, die Seh innerhalb der auf 
allen Voraussetzungen Euklids aufgeba 1 p ömetrie als zweck- 
mässig erwiesen haben. In WirklichkeH If ♦ Jch Jedoch über 
einige von diesen Voraussetzungen hwl ".^ detUb kann sie 
auch von Anfang an ohne diese tnZf^i T fden. Dasjenige, 
von dem man in der projektivische^ g1?'\''" tbsieht, ist das 
Verlegungsaxion, „„^ die darauf^ Geometne »" ome- 
trischen Grössen, und dadurch Lom'r:;^'*' Kult nicht dazu 
- wenigstens so Jange die proJeS^ "'^° ^trie sich nicht 
selbst einen neuen Begriff von vit ^^"^''^ G«<'"^*h einen neuen 
Grössenbegnff bildet ~ tJZl^^'S^-^^^lf So^^ fest 
gelegten allgemeinen Grössenbegriffe "/ \*^ ""^^^ Berücksichtigt 
werden dagegen die in den Postulat^ "''^'"^'^Venen Voraus- 
setzungen, wobei jedoch von den p "^i entb»!^ abzusehen ist. 
die auch darin aus der Grössenlehre „ ""«^^nviwS^^ Dadurch m\i 
einmal das dritte Postulat über die r ""^«^ht sind- ^.^.giges ganz 
fort, da der Kreis im voraus dadurch /«"""""^ \fLs sein Radius 
eine unveränderliche Grösse haben , **'^'ert i&t, *^* {allen die 
Einschränkungen beim öten Postulat f "'^** ^^^.^"eses folgenden 
Wortlaut enthält: zwei Geraden der^^^^K' ^** da^^ Lhneiden sich 
immer in einem Punkte. Den direkten^w^^ Ebe**® it derjenigen 
Geometrie, in der alle euklidischen Vor ***®*'spr*»*'^ nützt werden, 
oder mit «der euklidischen Geom ^^^^^^n«^'* "det «»»" ^*' 
durch, dass man den parallelen Gei ^**"*®* v^^^^\en unendlich 
ferne Schnittpunkte beilegt. Dadurch **er J ^*^*^Lbanpt »cW 
fragt, in wieweit Schnittpunkte unend? ® si^ der nicht, «e- 
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in sich zu b^err-Sfe^^^^****^" ^"^^^^ 



t>ie eer-sLcL& lL.ir» 



jrade 
werden ebeH^^o ^wT^^^^Öi T^kliT^ 






n^ung der Ebo«^ fcr^ä,3rtor^, werden 

auf diesen und niofat molar auf deir 

darf, so ist ersichtlich, dlass die pro 

selbständig ent^w-i ekelt T?*riz-ci und ma 

trie als im vor-axas bekannt J>etracht 

bekommt, vstgtiul xxian slus einer eii 

dadurch dahin ^eism^en kann diese 

Was die eulcliciisdie Voranssetzung 

trifft, so zeigt ^s sieb nännJicli, da,ss 

den fortgefall eri^ri V^ora-xissetzungen 

projektivisclien. Gr^om^±Trie beibelialt« 

erhält man in cii^s^x- ssxvei Arten ges 

von denen di^ gjt:m.^ eine Gerade 

Punkten (oder in keinenn> solineidet. 

Im Gegen.sat2:e zu der iprojekt 

genannte nichit-eukliciisclie Geo] 

tionen über <3ie vort Eixklici aufg< 

standen, namentlicti xiber eine Ginzeln 

die wir im öten I>ostnlat getrofTen 

versteht man vielleicht axin besten, vi 

dieses Postulat in cJen nn eisten Aus| 

Axiomen gefunden hat, wo es dur< 

weniger echten Axionrien d^ f:^"^^' 

erhalten hat. Wä.hren<i die ^^f'^^^l 

Punktes zweier Geraden nnter ^" *?; 

stück zu der Bestimm«"^ ^.^"^rZ. ßeSen 

so musste die daran ^^J[^^^£:^Tll^^^^^^^ 

keit erwecken, ^^'^^^^^^ Axiomen f 

Lehrsätzen entsprecber^^* ^^ auf der. 

Geraden, deren ^^^^^4^^^^^ Icleiner als 
den dritten eine Sx^rrxrrx^ 
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dieser Seite schneiden, wurde dann ein Gegenstück zu dem Lehr- 
satz, dass die Geraden parallel sind, wenn die Summe 2 Rechte 
beträgt. Diesen letzten Satz beweist Euklid in I, 27 und 16 mit 
Hülfe der übrigen Voraussetzungen ; lässt sich dann das Ute Axiom 
und der davon abhängige wichtige Satz über die Winkelsumme 
eines Dreiecks nicht auch beweisen? 

Diese Frage hat im Laufe der Zeiten unzählige Versuche zu 
Beweisen hervorgerufen. Einige von diesen mögen eine gewisse 
Berechtigung gehabt haben, insofern sie solche andere Voraus- \ 

Setzungen, deren Richtigkeit man ebenso bereitwillig von vornherein | 

einräumen würde, an die Stelle derjenigen von Euklid setzten. \ 

Nur hat man nicht immer, so wie Euklid es thut, selbst aus- \ 

gesprochen und eingeräumt, dass man eine Voraussetzung machte. 
Wir wollen beispielsweise für das hier erwähnte euklidische 
Axiom oder für die damit verbundenen Sätze, dass eine gerade 
Linie eindeutig bestimmt ist, wenn sie durch einen Punkt geht und 
einer gegebenen Geraden parallel ist, oder dass die Summe der 
Dreieckswinkel gleich 2 Rechten ist, diejenigen Beweise anführen, 
die den Weg in gute Lehrbücher aus unserer und der nächst vor- 
hergehenden Zeit gefunden haben. Von diesen verdankt man die- 
jenigen, die wir unter 2 und 3 aufführen, dem französischen Mathe- 
matiker Legendre. 

1) Man begnügt sich damit das Axiom zu veranschaulichen \jfi^^ 
so die Leser zu überreden es ebenso anzunehmen, wie sie früh^ 
die übrigen geometrischen Voraussetzungen angenommen hab ^^ 

2) Man kann den Satz, dass zwei Winkel eines H * :^.^^^^^^ 
dritten bestimmen, an die Bestimmung eines Drei V ^^^ ^^^^^ 
Seite und den beiden anliegenden Winkein anschli^^^ ^ ^^^ ^^ 
einer einzelnen Seite kann nämlich nur den Maas ^^^ Git'^ 
zeichnete Figur bestimmen, also keinen Einfluss h v^^ ^^t A* 
stall des Dreiecks, mithin auch nicht auf die \yj u ^^ ^U^ a^ 
gegebenen Winkel bestimmen- also .den dritte^ ^^* t\* ^^ 
wird der Beweis dadurch geführt, dass man (jj ^i^ ^^ ^V 
Ähnlichkeit oder von einer vom Maassstab x^j. ^ ^^t^v^^^ 
als geometrische Voraussetzung festsetzt, auf ,q ^^^^t\ö.- Wt\ Af 
Das, was hier gethan wird, entspricht gan^ ^^ ^^a^^^^^ c^ ^ (1 
selbst gethan hat, als er im Verlegungsaxior^ ^^ ^^b^ ^x\ 
geometrisches Grössenprincip festsetzte. ^i^ ^Ic"^^^ l^ v 

3) Andere begnügen sich nicht wie Eukl • ^^öv^^w/' ^' 

eines Winkels mit Hülfe des Verlegungsp,.ijJ ^ !* ^^^ . "^^^ AtÖk 



\ 




lö. 



so^^ "" *^ Voraussetz« , 

sondern sie i« 

»unendlichen F-lSd^^^f-?*^ Schenkeln des A 
^-n nun duroh ^^^i*--^ ^-^ der Fläche c 
Geraden ^ieh«„ kö^^?«*^^* ^^«* ^«»11« 
Geraden abgesc^h^i^t^^^«' «« ^J^-^de ^« -« 
nur einen Xei, ^^l^^^^^^^^^"^^^^ die ja 5 , 
ersten Gerader. e^STl^f^ ^" ^°" «i^«™ de 
Rechte. Ma« «i^fa^,^tjf"T'°^«'' deren je. , 
Winkeldefinition li««! St^ t*^^ ***« neue Vo , 
aufgestellte Vex-faaitSL ^^ darauf hinaus lä.u 
bestimmten WerJ "«t ^^««^en zwei unen. 

fhr. . ^^*^,.*^'^ ^^^ ^^^ andere drehen la 
Ihre urspruagliofa« X^a^e ^«rückkelirt, so soll 
um denselben Betrag: gedrefat faaben, wie wer 
um emen festen ^»unfet in ihre ursprünglich, 
wäre. Auchi hiier- ist mstxx niclit Jbei der in 
princip liegenden C::ha.]r£Ll<:tez-i sierang des Wink 
geblieben, sonderr^ ciei- "Winfcel ist vielmehr 
Umdrehung defini^r-t -w^orcien ; iiierin liegt ab. 
dass dieser Teil ^ii:i^ Grösse von solcher Bes 
es gleichgültig t>l^ilyt, €yl> mstn Gine ganze tJ 
einzelnen Punkt v^oriaimnnt oder ob man diese 
drehungen um ^%rer-s<3lii^ci^ne Piinkte zerlegt. Da 
Voraussetzung gemst-c^lit ^wird, die ebenso wi 
Axiom speciell fxir- die El>ene gelten soJJ, da 
man die Ebene nnit einer iCugelfläche, die i 
grösster Kreise vertansohit. Da,nrä liört die Vor 
auf richtig zu seixa- 

ö) Von grösserer- Bedeutung znit Bezug 
von Euklids Axiom z« seinem eigenen JLehri 
ein Versuch von Legrendre, der sich wirklich . 
Voraussetzungen faält. Auf der arundla^e von 
allerdings nicht d^^ «.llgen^einen S^tz über die W 

Dreiecks beweisen, ^1>^:-^ ^^.-^^ ^"^^ilTJ^^'^J^i 
Winkelsumme niofat grösser ist als^we^ 
louiiixxj ^^T^en er dies Resultat en 

von den Wegen, auf k^gt^^^ ^ 
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genau einem von Euklids eigenen Beweisen, nämlich dem in I, 16. 
Hier beweist Euklid, dass der Nebenwinkel eines Winkels C in 
einem Dreieck ABC grösser ist als jeder von den beiden anderen 
Winkeln, z. B. als A. Das wird dargethan, indem man die Mitte 
D von A C mit B verbindet und darauf D Ai = B D abträgt. Das 
Dreieck Ai BC erhält dann dieselbeWinkelsumme wie ABC und 
enthält einen Winkel BCAi, der gleich der Summe der Winkel 
A und C des ursprünglichen Dreiecks ist; daraus folgt A + C<C2B., 
oder dass A kleiner ist als der Nebenwinkel von C. Die hier an- 
gewandte Operation wiederholt Legendre, indem er jedesmal 

. dafür sorgt, dass dey Winkel, 
der hier B genannt ist, der 
kleinste Winkel des Dreiecks 
ist, das weiter umgewandelt 
wird. Das neue Dreieck, zu 
dem er gelangt, hat dann be- 
ständig dieselbe Winkelsumme 
und enthält einen Winkel, B 
oder A, der gleich oder kleiner ist als die Hälfte des vorhergehenden 
kleinsten Winkels. Nach einem Princip, das Euklid später in 
Verbindung mit dem Exhaustionsbeweise aufstellt, kann man auf 
diesem Wege zuletzt zu einem Dreieck gelangen, in dem ein Winkel 
kleiner ist als eine beliebige gegebene Grenze. Euklids eigener 
Satz zeigt, dass die Summe der beiden anderen Winkel kleiner als 
zwei Rechte ist. Man kann dann leicht, wenn man will mit dem 
Exhaustionsbeweise, nachweisen, dass die Summe aller drei Win- 
kel, die unverändert dieselbe wie in dem ersten gegebenen Dreieck 
ABC geblieben ist, nicht grösser als zwei Rechte ist. 

War man so weit gekommen ohne das Ute Axiom (das 5te 
Postulat) zu benutzen, so lag darin die Aufforderung weiter zu 
gehen. Man musste sich daran halten, dass die Summe der Dreiecks- 
winkel gleich 2 Rechten oder kleiner sein konnte. Wenn das letz- 
tere der Fall war, so konnte man beweisen, dass die Winkelsumme 
abnahm, wenn die Fläche des Dreiecks zunahm. Als Ausgangs- 
punkt für die Untersuchung darüber, ob gerade Linien sich schnei- 
den, hatte man nun nur den, den wir die Voraussetzung über ge- 
schlossene Konturen genannt haben, aber man gelangte doch dahin 
zu beweisen, dass das Schneiden zwischen einer gegebenen Geraden 
und einer Geraden durch einen gegebenen Punkt stattfindet, wenn 
diese Gerade in das eine Paar Scheitelwinkel fällt, die von zwei 



15. Anmerkung über die Vorausselzan^exi dei 

bestimmten, durch den gegebenen Punkt gehendem 
gebildet werden. Andere Sätze dieser so^enaan^ 
dischen Geometrie, die von LobatscYie'wak'^ 
wickelt ist, stimmen mehr mit deneii der ^ew'oYiiiY 
Geometrie überein. 

Noch können wir eine Art von Geotnetxve • 
Euklids Voraussetzungen ausscViliessticVi d\eiem?,t 
Konturen und die entsprechenden rS-nrnWcYien N^ 
nutzt; diese nennt mau AncLlysts Situs. 

Mit den hier angedeuteten geoTnetTiacYien ■Vi\ 
die Voraussetzungen der Geometrie \ia.t man \n \ 
erkenntnistheoretische Fragexx da.nac\i, vi 
verbunden. Sind die Vora.vissetz;.xi.n^en voWkc 
oder sind sie auf angeborenen VorsleWnn^en a> 
halten sie Wahrheiten, die xnsLxx dL-utrela. ^riaViT 
hat? Im letzteren Falle darf mgLn nicVit sa^e 
Voraussetzungen enthaltenen. Bo"tka.\aptn.n^en a 
sondern nur, dass die Al>weiol:i.-cirigen. z\x k\e\^ 
wahrgenommen zu werden. A.-ci€ sololae Fra 
nach dem von uns bereits Gesa.gi:^ri, dLuircViavxa 
genügt es, Voraussetzungen a.\x£z\istöllex\, nnd 
wenn sie gültig sind, alles, ^stvsls «istirans stbi 
ist. Es wird dann Sache dLesjenigeri, dl er- se\i 
will, mit sich darüber ins X^eirxe zia. Icon^n^er 
aussetzungen anerkennen ^^^rill- 



16. Die allgemeine LeYire von 
Euklids 5tes und 6tej 

Wir haben im V^ orlxexrget».en<ieTi. 
legenheit gehabt aiat dieienigexi Steir 
Büchern aufmerkBaxaa zia ixia.cla.ex3., i 
lung von der jetzt ge1=>xä\acliliclien 
weichungen beruTate»., soweit exe nie 
Natur waren, im wesentliolien da-va 
in diesen ersten BüclxeTrxx «^f^JJ^^^j 
versagen muss xarxd «ieslcxalV. Bewex. 
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geometrischen Algebra aufgebaut sind. Der Grund hier- 
für war wie schon erwähnt der, dass man längst ein- 
gesehen hatte, dass die ältere Lehre von den Proportionen 
streng genommen nur auf kommensurable Grössen an- 
wendbar war. Diesem Übelstande hatte Eudoxus durch 
eine neue und wahrhaft allgemeine Lehre von den Pro- 
portionen abgeholfen, aber an die Entwickelung dieser 
macht Euklid sich erst im 5ten Buche. Bei diesem 
Buche wollen wir ausführlicher verweilen um die Propor- 
tionslehre genauer kennen zu lernen, die nicht nur ein 
Hauptfundament für die nachfolgende antike Mathematik 
wurde, sondern zugleich die Grundlage für die allgemeine 
Grössenlehre kommender Zeiten enthält. 

Die grosse sachliche Bedeutung dieses Buches 
werden wir am besten ans Licht ziehen können, wenn 
wir von Euklids vielen Benennungen für Proportionen, 
die auf verschiedene Weise aus anderen gebildet werden, 
absehen und diese Bildungen in der modernen algebrai- 
schen Zeichensprache wiedergeben. Zu dem Zweck wollen 
wir mit den ersten Buchstaben a^ h^ c , , , des Alphabetes 
allgemeine Grössen bezeichnen, die Euklid durch Strecken 
darstellt, und durch m, n, p . , . ganze Zahlen, denen 
•Euklid in den Figuren je nach den Beispielen passende 
kleine Werte erteilt. Aus seinem Buche wird hervorgehen, 
dass auch diese geometrische Darstellung einen recht 
guten Überblick gewähi*t. Von den zahlreichen Defini- 
tionen haben wir dann nur Verwendung für die folgen- 
den drei. 

In Def. 4 wird gesagt, dass zwei Grössen eiti Ver- 
hältnis bilden, wenn Vielfache jeder einzelnen von ihnen 
dahin gebracht werden können die andere zu übertreffen. 
Hiermit wird nicht nur gesagt, dass die Grössen von der- 
selben Art sein sollen, so dass sie überhaupt verglichen 
werden können, sondern es wird zugleich eine weiter- 



16- D,e aUgemeiöe l^^^ 

^«fare yron den. 
gehende Forderung axis^^es 

lieh erweisen wii-<i so-vv -, ~*'"^*^*^-'^®'^. die j^ 
portionslehre auf inkotn^n ^^^ *^^^ ^**'® 

bei den infinitesiraalexa TT ^^®^*'»t>le Gros, 
klid und Arch i m e <i e s ^^^^^^^^^^g^a, 
erfundenen Exhaustio»:.«»-,^^^^^**^^-'® **®^ »^«^ ^ 

T n * ^ - ^ *^«fc"«weise8 ausgeföJ ; 

In Def. 5 wxr-d ^«s«^, ^^^^ 

« = * = c : d, 
y^eun ma^nö xxaxt «i^i:, l>rxr.gt, daes ^ , 

und in Def. 7, d£Lss 

wenn es solche Wr^^t« von ;r^^ ^^d n gieb 

Allerdings wird in 5 nioht das Wo 
die beiden Verliältxxisso se^'fc^rauciit; da abej 
Sätzen 11 und X3 Toe^-wiesfen v^rird, dass q 
c:d>e:f es xnl-b sIoIdl bringen, dass a: • 
eben von Gleloütioi-b dio I^ode- Die p1 ^ 
Definitionen von. fie^r O-rösso eines VerhäJtni 
wenn man "besLcYit.ö't, <3La.ss sie in WirJcjj-^i 
sind mit der modLeTmexi Bestimmung ein 
reinen Zah.1 c^Ln-xrola. TrsLt»ioia.SLle Näberungs^g^x 
nämlich eine roixi.e ZstTal das Verliältnis qIj 
einer Eintieiti <3Loröe\.\3exi Axt. Zweitens Ja^ 
Vergleiche el30xi. lain-sccLö aiai Vergleiche von 

mit rationalen. :NsLlciLejrxxngBV7erten — . 

Nun ^Tv^olXöxix -s/vrir öe\ieB, wie diese Defii 
exakten T^g>\xtt& von ^ eii\&\^^^^*^^ ^^^^ ^xo 
Grunde gelogt -^iv^xrdeiXi. . 
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In den Sätzen 1 — 3 und 5 — 6 werden folgende Hülfs- 
sätze vorausgeschickt: 

7na + mb = m{a + b\ (1 und 5) 

ma + na = (m + n)ai (2 und 6) 

n,ma = nm, a, (3) 

Unsere Wiedergabe der letzten drei Sätze ist jedoch 
insofern etwas frei, als beispielsweise in 2 gesagt wird, 
dass ma-j na dasselbe Vielfache von a ist wie mb -\- n b 
von b; aber sowohl die Beweise — durch Zerlegung der 
ganzen Zahlen in ihre Einer — wie die Anwendungen 
stimmen durchaus zu unserer Angabe der Bedeutungen. 

Diese Hülfssätze und die Definition 4 werden benutzt, 
um folgende Sätze zu einfachen Folgen der Definitionen 
5 und 7 zu machen: 

Wenn a:b = c:dy 

so ist ma:nb = mc:nd; (4) 

wenn a^b, so ist a:c^b:Cy aber c:a<;c:&; 

(7 und 8) 
wenn a:b = c:d 

und c:d=^e:f, 

so ist a:b = e:f, (11) 

und aus solchen gleichen Verhältnissen lässt sich ein 
neues ebenso grosses bilden, nämlich 

(a + c + e):{b + d+f); (12) 

wenn aber a:b = c: d 

und c : c? > e :/, 

so ist a\b> e:/ (13) 

Als Beispiel für die Beweisführung wollen wir Satz 8 
betrachten, in dem, wenn a>b, die Bestimmung von 
zwei solchen ganzen Zahlen m und n verlangt wird, dass 



*-^*ire von d« 
Tna>nc>mb. I>as ^wixr<^ ^«xi 

die Forderung rx.it <i^:^ folg^^eT 

Definition 4 erfüllbar s±n<i: -^«©n> 

woraus folgt, dass :*^ ^r* ___— _ 

Die Sätze 9 und XO, die aie \ 
und 8 sind, werdoxx an.-ti-ttie-fciscli bei 
mit Hülfe der vorti.oxrsel3.^riciör:L Sätze 

> 
a = c rxiit; s±<3li foi-ingt, da 

In 15 wird mi-t ütilf^ ^v^on. 12 I 
-rr^ ex. z -rri, b == €Z : b. 

Die Sätze 16 XO ejn.ttLalten foJ 

der Proportion 

Aus dieses erliält msLin <x i o == ^ : d,y 

ijOL V^ Z l> == CC < 

CL Z l> = (« C 

16 und XT -woxÄon. xrxit Hülfe 
wiesen; daneloe^xx -w^xAexi loei Satz 1 
gehenden Sätze \>exvcLt,zt>. Xn Satz 17 m 
Proportion a.l3go\el.-to-t , a^sQ, iür alle 

^^> (^ _V- .^-^ ^> io^\^ «VcYi bringt, d 

woraus folgt., <X^^öö 
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18 und 19 werden — der erstere antithetisch — aus 
16 und 17 abgeleitet. 

Eine Umformung vermisst man jedoch, nämlich die- 
jenige in 

i>: a = d: c. 

Da diese ausdrücklich im Beweise für 20 angewandt wird, 
so hat man sie in einem Zusatz zu Satz 7 suchen wollen, 
was jedoch misslich ist, da in 7 nur die Rede von dem 
Fall ist, wo b==d. Deshalb haben einige Herausgeber 
den Zusatz nach Satz 4 verlegen wollen. Die Sache ist 
von keiner grossen Bedeutung, da die Umformung eine 
unmittelbare Folge von Definition 5 ist. 

Die Sätze 20 — 23 enthalten die wichtige Lehre von 
Zusammengesetzen Verhältnissen. 22 sagt aus: 

wenn a:b = d:e und b:c = e:f, 

so folgt, dass a:c = d:f. 

Als Vorbereitung auf den Beweis wird in 20 bewiesen, 
dass nach den Voraussetzungen die Bedingung a = c, 

woraus nach 8 folgt, dass d:e = a:b = c:b =f: e, nach 

9 und 10 mit sich bringt, dass d^f. Da nun die ge- 
gebenen Proportionen sich nach 4 umformen lassen in 

ma:nb = mdine 
und nbip c = ne :pf, 

so muss auch 

ma = pc mit sich führen, dass md = pf. 



Di« allge^^i^^ Lehre von den P, 



I^er Satz 23 



«ier aussagt, dass, wei 
aucla ^ ' ^ = « ■J' und 6 -. e ='d -. 

uurcia 21 vorbereitet. 

«:c aus d^^^v^Sf -^T"^ --^ S-agt. das 
sei wLT ^^^i^«-ltii^ssen a : 6 und 6 : c 

Z^ fi """" - ^"" ""*^^« Verhältnis 

h^. ' ^*^ «rgi^bt «ict, dass das aus 

ixaltnisseu zxxs«.iaai» engesetzte Verhältnis 
man jetzt ein I>i-o<iukt nennt. Obgle 
mssen, die zusammengesetzt werden, b« 
beigelegt werolen, cSa das Hinterglied des . 
glied des an<iei-en sein soll, so übt ds 
Beschränkung aaif <3ie Zusammensetzung i 
aus. Aus der g^eometrisclien Darstellung 
sich nämlicla. a.v;i.cli, dass jedes Verhälti 
formen lässt, cLstfss ^ines von seinen beida 
gegebenen W^ert eriiäl-t. In VI, 23, wo 
dass das Veriiaitnis z-wisclaen. zAvei Parallt 
gleichem Win kiel a.tas den Verhältnissen 
sammengesetzt ist, sieht naan denn auch, 
letzteren die F'oirxxxGxx cc z b u.nd * : c giebt, un 
zusetzen. 

Wenn >vir dieses iiier schon mit berü 
enthalten die Sätze 22 und 23 voUständi, 
die Behauptuxagen, <Jie xnan jetzt folgend 
drücken würde r JE in I>rodukt ist best 
seine Faktoren, «nd die ^^iTcxer^tolge A 

ist gleichgül-fci^- . 

Die Alten b«s«s«en al«o wei verschie. 
lungen von der«, was xna-n jetzt unabhang, 
, * vuii » „„1 oder irrational sind, 

die Faktoren ratxonai ocx«x 
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nennt, nämlich die eben geschilderte und die in der geo- 
metrischen Algebra benutzte durch Rechtecke. Dass es 
wirklich im wesentlichen dasselbe ist, was auf diese bei- 
den Arten dargestellt wird, sieht man aus dem eben an- 
geführten 23sten Satze des 6ten Buches. Die Darstellung 
durch zusammengesetzte Verhältnisse verbindet einen wesent- 
lichen Vorteil mit ihrer grösseren Umständlichkeit. Wah- 
rend die geometrische Algebra gewöhnlich nur Produkte 
aus zwei Faktoren behandelt, die als Rechtecke dargestellt 
sind, und man sich in den Raum begeben muss, um 
Produkte aus drei Faktoren als Parallelepipeda dargestellt 
zu erhalten, so lässt sich ein Produkt aus einer beliebigen 
Anzahl von Faktoren als ein aus diesen zusammengesetztes 
Verhältnis darstellen. Giebt man den Faktoren die Formen 

a: by b : Cy cid, d : e, 

so wird das daraus zusammengesetzte Verhältnis a:e; dies 
wird ausdrücklich in Satz 22 ausgesprochen. 

Ein Beispiel für den allgemeinen Gebrauch, den die 
Griechen von zusammengesetzten Verhältnissen machten, 
haben wir bereits gehabt in der Umwandelung der Auf- 
gabe von der Würfelverdoppelung in die Bestimmung von 
zwei mittleren Proportionalen. Die fortlaufende Proportion 

a:x = x:y = y : b 

der Alten drückt also ganz dasselbe aus, was man nun 
ausdrücken würde durch 



b \x/ a \a/ 



Auf dieselbe Weise werden auch höhere Potenzen 
ausgedrückt als Verhältnisse zwischen dem ersten und 
letzten Gliede einer fortlaufenden Proportion, d. h. einer 
solchen, deren Glieder eine geometrische Reihe (Quotienten- 
reihe) bilden. 



16. Die SLUg^Txx^imrM.^ üj^lire von der& 

Dass man axiGla. zia. ESialsilids Zeit« 
bung weiter war. als sicli -cinmittelbar 
Buch ergiebt. das siela.* rDaan aus IX, ^ 
Stimmung von der S^xx^^^c« <ier Glieder ox 
Reihe gegeben wix-<a- Ix^. xiixaserer Sprach.^ 
enthaltene Unters^ol^^x^S folgenderma«^ 

werden: Wenn 

«: & _£ 

h — a c Z> «^ *^ '^ 

so ist -^== fe *= ''-^^ 

, - c3.^ssexi nictit nur aue 
Der Satz wird. ^^ «,-cifeiiaander folg. 

einer Summe aus :fclx<3. iixi Beweise 

deren Betrachtung "f^^^^ allein au« Sätze ■ 
gehalten hat. !>«■ _ ^® ® allgemeingültig, 

aufgebaut ist, so xs^ ^ .^^ ^,^ deshalb 

klid für den A^^S^^*=**-^^r^-.^ritlxeoretischen 

er in dem folgexxderx za.l3.xe 

für den Satz Taat, Äa-ss =2»*i 

1 -4- 2 -\- ^ ^^ 

viel grösseres ( 

Wir müssen. -«^^^^ ^^ten «»** ^'**®°'= 

Darstellung vor. ^J^^^'^xxein die Grund 

bis in die neTxexe ^^««^ ^^terstacbungen. 

^r solche alge>-----^;J^^^a sieb nicht a 

beschränkten. ^^gt avis: wenn 

Der Sat.z ^> ^ ^.e=tZ:/ 

b-. c=e:/, 

und (^CL -V l'^ *" ^ . 
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gehen; er kann aber erst hier seinen Platz finden, weil 
der Satz 22 dazu benutzt wird, um aus den beiden ge- 
gebenen Proportionen, nach Umkehrung der Verhältnisse 
in der zweiten (Bildung der reciproken Werte), abzuleiten, 
dass 

a : h = d : e, 

wonach sich mit Hülfe von 18 ergiebt, dass 

{a + h):h = {d + e):e. 

Eine neue Zusammensetzung der Verhältnisse (nach 22) 
führt dann zu der Proportion, deren Richtigkeit bewiesen 
werden soll. Die erstgenannte Anwendung von Satz 22 
wird dadurch interessant, dass sie zeigt, dass die Divi- 
sion von Verhältnissen keine neuen und besonderen 
Sätze verlangt. 

Der Satz 25 sagt aus, dass, wenn vier Grössen pro- 
portional sind, die Summe aus der grössten und kleinsten 
grösser ist als die Summe der beiden anderen; dieser 
Satz wird durch 19 bewiesen. Ein besonderer Fall der 
hier jedoch nicht erwähnt wird, ist der, dass die Mittel- 
grösse zwischen zwei Grössen (arithmetisches Mittel) grösser 
ist als ihre mittlere Proportionale (geometrisches Mittel); 
dies wird in VI, 27 durch geometrische Algebra bewiesen 
und liefert den Diorismus füi- Gleichungen zweiten Grades. 

Zwar ist die im 5ten Buche gegebene Lehre von den 
Proportionen, trotz der geometrischen Veranschaulichung, 
vollkommen allgemein und auf alle Arten von Grössen 
anwendbar; aber sie bedurfte einer Ergänzung, die nach 
der Weise der Alten geometrisch werden musste. Die 
Existenz der Verhältnisse geht aus den Definitionen her- 
vor, sobald man nur Grössen hat, die nach Definition 4 
Verhältnisse bilden können. Indessen ist, wie oben be- 
rührt, ein Beweis erforderlich für die Existenz einer sol- 



16. Die allgemeine Lehre von de 

chen Grösse, die in Verbindung mit 
Verhältnis von gegebenem Werte bil 
stenz wird durch geometrische Konet 
i^oportionale bewiesen. 

IMese geometrische Ergänzung zn 
Proportionen findet sich ira eteiv t 

die wichtigsten Anwendungen dieser 
metne enthält, namentlicli axi^ a^\ 
ihre Kombination mit dei- "^^ 

wichtige Ziel, das durch diesST^^ w^ 
ist die geometrische Darstell^f^''"^^^"' 
chungen 2ten Grades, ixx al^^^^^ T^ 
ten behaftet ist. Wer.n <ii« Ji" Koei^- 
so verstanden die Altexx wSL 
(S. 61), die Gleichung ixx ^^7^' T^^ 
ten a. und ohne Koeffioi "^ti,"^:^^ 
umzuformen. Wenn der ^^^ .^ "^"^ 
ist und selbst durch eix.« St^i^'a "^ 
8o reicht die gewöhnliclie e:^o^^+ - 1^ 
Dimensionen nicht «lelar ^ Seoxxietxisclx. 

In Satz 1, wo be^wiest-U ,^- ^ 
Parallelogramme vor. ae^^ST^x. ^^^^4 f, 
hmen verhalten, findet die e^al^^cJ^Ji^e 
üon von der Gleiclal.eit ..ox. Verlxllti. 
Verwendung. Da gleiclxe öx.xarx<ilixxien 
mhalte ergeben, so «älzcrt eixxe xinmittt 
dieser Definition zvi cleixi allgemeiiieii St 
notig wäre, wie es ixi modemexi 31,elir1c 
den Fall, wo die gleictiartigeix Gl^rösse 
sind, nachher zu denn, allgenaeinen zu. € 
Nach diesem. Sa.t:,ze folgen in 2 un< 
parallele Transversa-lexi. ine» IDr-eiect: und 
einer Dreieckssite ci-cix-cla. clie üaltoierun 
überliegenden Win.k:els- I>a,xra,n.* folgen i 
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Sätze über ähnliche Dreiecke; diese weiden bewiesen durch 
Eonstraktion eines Dreiecks, das dem einen gegebenen 
ähnlich und dem anderen kongruent wird. Sie werden 
sofort (in 8) auf ein rechtwinkeliges Dreieck angewandt 
und auf die beiden Dreiecke, worin dieses durch die Höhe 
auf die Hypotenuse geteilt wird. 

9 — 13 enthalten die Teilung einer Strecke in gleiche 
oder proportionale Teile, sowie die Konstruktion der drit- 
ten Proportionale (d. h. der vierten za a, b und b), der 
vierten und der mittleren Proportionale. Die letzte Kon- 
struktion ist dieselbe, die schon in H, 14 auf Grundlage 
der geometrischen Algebra angewandt wurde zur Bestim- 
mung der Seite eines Quadrates, das einem gegebenen 
Rechteck gleich war. 

Darauf kommen in 14—23 die Sätze über das Ver- 
hältnis zwischen den Flächeninhalten von Figuren. Den 
Hauptsatz 23 über die Flächeninhalte gleichwinkeliger 
Parallelogramme haben wir schon besprochen. Im Be- 
weise (19) dafür, dass das Verhältnis ähnlicher Dreiecke 
— wie wir sagen — gleich dem Quadrate des Verhält- 
nisses zwischen zwei homologen Seiten ist, wird das Ver- 
hältnis a : b zwischen diesen beiden, um mit sich selbst 
zusammengesetzt werden zu können, auf die Form b : c 
gebracht, so dass das quadratische Verhältnis a:c wird. 
Die Satzgruppe enthält auch noch (in 16) den Satz, dass 
in einer Proportion das Rechteck aus den äusseren Glie- 
dern gleich demjenigen aus den inneren Gliedern ist. 

Am Schlüsse des Buches werden demnächst in 28 
und 29 die durch Hülfe der Proportionslehre verallgemei- 
nerten Flächenanlegungen behandelt. Eine von der 
Proportionslehre unabhängige Verallgemeinerung besteht 
darin, dass die Rechtecke mit Parallelogrammen von einem 
beliebig gegebenen Winkel vertauscht werden; da aber 
diese letzte Verallgemeinerung ohne Einfluss ist auf die 






16. Die allgemeine Lehre von dei 

geometrisch-algebraische Bedeutung c 
wollen wir von ihr absehen und hier 
sprechen. Die Aufgaben, von denen 
dann folgende: 

An eine gegebene Strecke { 
Fläche (ß) als ein solches RecKte 
anzulegen, dass das fehlende Q28^ 
sende (29) Rechteck einem gegeV>e 
c und d) ähnlich wird. 

Die Auflösungen werden dieselloei 
und 6 für die Falle abgeleitet h.a\>exx 
fehlenden oder überschiessenderx B^i»^ 
sollen, ausgenommen, dasß 
die früheren Quadrate ^etzt 
mit Rechtecken vertauscbt 
werden, die den gege\>enen 
ähnlich sind. Die ÄlinlicYi- 
keit tritt überdies dadnrcVi 
deutlich hervor, dass eine 
Diagonale der äluxlicTaexx B.ec\itec^e «^^ 
Gerade fällt. Die erweiterten a\ge\>rai« 
die sich jetzt erreichen lassen, er^exxx. 
genden algebraisolxen I>axBte\\nng der 
Umlegungen von Fig^Lren, ^od^xrol. 
namlich: 




— r^a — r— ÖL / a — c 



B= a o? -^ -^ ac^ ^ -Y- ÖL ^ a __ c N 



wo mr durcK die xxxodLex^e Benutevi , 
nur eine zweiixxalig« T>a.xstellM.ig Y^aben 
Um X zn fir^derx. It^ox^rxit. «b darauf 

c \2 + rf "^y ^^ ■*^*=»iistxviiexeTi, das deu 
und der Differenz oa.ex STimme d« 
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^2 



^(1)' 



und B gleich sein soll. Hierzu dient, wenn B 



als eine gegebene geradlinige Figur vorausgesetzt wird, 
die Aufgabe 25, die bereits bei den Pythagoreem erwähnt 
•wurde: Eine Figur zu konstruieren, die einer gegebenen 
geradlinigen Figur gleich und einer anderen ähnlich ist. 
Die Aufgabe 28 verlangt als Diorismus, dass 



-<i(i)'. 



oder dass die gegebene Fläche B nicht grösser ist als 
ein Rechteck über der Hälfte der gegebenen Strecke a, 
das dem gegebenen Rechteck cd ähnlich ist. Dieser 
Diorismus ist der Aufgabe auf gewöhnliche Weise hinzu- 
gefügt, aber seine Notwendigkeit ist in dem vorhergehenden 
Satze 27 durch dieselbe Umlegung bewiesen, die in 28 
benutzt wird. Er würde, wie schon früher bemerkt (in 
unserem Uten Abschnitt) unmittelbar aus der Analyse 
hervorgegangen sein, die der synthetischen Darstellung 
in 28 entspricht. Wenn das Rechteck cd mit einem 
Quadrat vertauscht wird, so sagt der Diorismus aus, dass 
ein Quadrat grösser ist als ein Rechteck von derselben 
Seitensumme (ein Resultat, das, wie schon bemerkt, auch 
aus V, 25 folgt). 

Satz 30 enthält die stetige Teilung einer Strecke. 
Die Konstruktion wurde schon einmal in II, 11 (S. 52) 
angegeben und stützte sich da auf 11, 6; nun stützt sich 
dieselbe Konstruktion auf Satz VI, 29, der eine Verall- 
gemeinerung von II, 6 ist. Der Grund für die Wieder- 
holung ist derselbe wie bei der Konstruktion der mittleren 
Proportionale, dass nämlich die Aufgabe nun durch die 
Lehre von den Proportionalen anders ausgedrückt wird 
als früher (Teilung nach äusserem und mittlerem Ver- 
hältnis). 



16. r>ie aJUs^Jt^^^^^^*^ H-eiire voj 



?.K» Fm'€ 



Satz 31 en^faM,!!^ ciio E:x-^w^eiterxi:ri^^ eZ^s?;» 
Lehrsatzes auf y:>&l±G\>±^^ aimliche ^n^^r-^:^^^^ ^ 
eines recht^vin fc^liS^en. X>x-öieclcs. r>jjtT-G2^^ 4Jiei 
von Euklid i>öxrsönlic5l3- iioxrüiren &ol2 , las 
Subtraktion ixnci ^^cicii*ioxi von Figr^i^^^n b^j ^^ 
anlegungen in 28 -und 2Ö, wenn ö «j^ <^^m Ji^ 
ähnlich gegel>en oder ilxxxi älinJich g^xD^^c^l^t ist^ 
eines rechtwinkoli^^xi üroieoks ausfiilix-««. 

In 33 deixi le*Ä*öxi Satze des Buoit^^ßr, tp?).^ 
dass Kreisbogor^ "x^<i ^^^ ^^^^"^ stei.e«dez, ^ 
Peripheriewinfcol i>roi>oxrt,xonal sind. 

Wie marx si^t.*', <3nt;laalter. das 5to T^nd e^^ 
^ -n ^ or^:i> ±iXr Gine exakte und r, > 

notwendige ar«xadl«^ ^^leher Aufgabex,, 0^«"°' 
aUgenaeine Bet^^-^j^^^^^x. des ersten v.r.ci .Z" 
Algebra von 'f ^^^^^JSS di- ^«^^ ^^ <^-« ^^ 
abhängig sxnd, <ä«r .„^„^g ^it geofflet^^^^ 

und durch dxese "^^^^1^ diese Grundlage h^ 
bra. Dass man ^^^ ^^^ vorliegenden ^i " 
das eigiebt siola ^^ ^eoxxietiisch-algebraiseie -^ 
Arbeiten, wie »"«.s ^^n ICegelschnitten bei 4 ** " 

lung der Lelxxe ^^^^^ jyf e«ge von den ü^te^:! 
und aus einer ^^^^^^^^bsrt hat. Dass «.an S 
die uns Pap-p"»^^ i^v.© »Iget'r»^«*'*'® ^''^^t lastete . 
ausdrücklicli für ^"^^^ Satzen in Euklids Data 'a 
man aus verscl3ie<ae»^^^ ^^^ angeführten Art und i 

Menge Aufgabe» nerineo, deren Lösung 

angeführten Fornae» ^ ^^^ fortgesetzten analytiache 
mässigerweise ^^^^'^-tradi*«* ^«^<*' **^»« «s genüg» 
beit als so beka»;^* ^ ^uröcfez««*^^«"- 
neuen Aufgabe» ^^'J^^ GHeicb«»« ersten Qrades xni 
Was wir als ei» g^breiben würden, das ^t 
xr^eflaci®'^*^ ^«Ifciekeit wegen als eine 

gemeinen f'i^^^^rx.^ir^^^ ^^fSn Beispiel statt vieU 
den Data der ^^^\. jjxxx n"^^ ein ^ *- 
portion ausgearucJtx- 
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nennen, so sagt Satz 15 der Data aus: Wenn man gegebene 
Grössen zu jeder von zwei Grössen addiert, die in einem 
gegebenen Verhältnis stehen, so stehen entweder die Sum- 
men selbst in dem gegebenen Verhältnis, oder der Über- 
schuss der einen über eine gegebene Grösse steht in dem 
gegebenen Verhältnis zu den anderen. Das heisst soviel, 
dass X bestimmt wird durch die Proportion 

(a-\-m — a?) : (ft + n) ==. a : ft. 

Die erste der genannten Alternativen drückt aus, dass a? 
Null werden kann, nämlich wenn 

m:n = a:b. 

Ein negatives x wird dadurch vermieden, dass man die 
Gleichung mit der folgenden 

(a -\- m) : {b -\- n — x) = a\h 

vertauscht. 

Wir haben bereits früher angeführt (S. 107), dass die 
Data Aufgaben enthalten, die sich unmittelbar auf Flächen- 
anlegungen zurückführen lassen. Als Beispiel für solche 
Sätze der Data, die Bekanntschaft mit Aufgaben verraten, 
die mehr indirekt von Gleichungen zweiten Grades ab- 
hängen, seien hier 85 und 87 genannt: Wenn zwei Strecken 
unter einem gegebenen Winkel ein Parallelogramm von 
gegebener Grösse einschliessen, und die Summe oder Diffe- 
renz der Quadrate über diesen Strecken gegeben ist, so 
sind die Strecken auch gegeben. Man kannte mit anderen 
Worten (unter geometrischer Form) die Lösungen der Glei-- 
chungen 

xy = a, x^ +y^ =b. 



17. 



Kornx», 






Im 7ten Buciie x^- ^ ^ 

durch die Grössexa, <ii« "^^^ ^^«« Einheit 
ausgedrückt T^erdex^ . I^ % . »^ 1 s e t , durch , 

den Büchern werciexa <i^^ ^^^^'^ "'id den 
hältnisse und ancier« vS^-^^""^® Salden, sc 
tändelt. Im 7ten :Bx:^<.1^^ ^^^'^^^^^Sen z^scli. 
Bolchen Sätzen -£it>er I^rc» ■=*«S-esneii ^j. f^^ 
bereits auf aUgemeing^lti^^*^^*?^^^- *^^"« ^Qi ' 
^Vämig dessen diexit <iS ^^^'f" l>e^eBen «,-, 
gültige Proportiorislei^« ^«« ^^J'^"^*^' *^^^« <iie 
und deshalb nocli xiiolit ^ - ■^"*'^^« ^i^ 

auf allen den Gobi«^^,*"*^iS^^?i^--<*^ -*-icfce7, 
fasst. zu Grunde gol^g^' ™ w^rSo^" nJ'^^'^^ 
P^po^onslehre <i.« ^^^ IBvTo^r 'abS^t:^ ^'^ 

noch kerne Rtic-^siolxt: a.x.f die Möghch^:^!^""' 
wurde, dass die C3:lie<iex- <a«r Verhältniie iakl ^^ 
sein können. "^Oöiöaei 

Dass die I^l^re von den X^-ertiältnissen zwiseh 
Zahlen als eixi.t>egx:i:ffen in dier bereits entwiekS 
gemeineren Lelrre nictLt einf acli fortgelassen werden fc 
beruht darauf, <5Lslss V>ei cle>n ganzen Zahlen auch 
andere RücksictiL-tejxi. z-o. nelixxieri waren, namentlich 
Fragen nacK dex- TesxHoaTr'kiei-t nnd auf die Reduktion 
Zahlenverb.äli;xxisse>xs. a.Axf <3Lie möglichst kleine Zahl, 
zeigt sich. eofoTrfc <3La.d.xxx-cli, d.ass für Zahlen eine n. 
Definition d^-r X*Tro"E>*^^*'^*^'^*''^^*ät gegeben -wird, ni 

lieh in Def. 520. l^a,cla. a.ie8er ist | = J-, wenn a und 

entweder aieseX\>en -Vxe.\f acTaen, oder derselbe aliquote T 
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oder dieselben aliquoten Teile von b und d sind, d. h. 

wenn gleichzeitig a = m.— und c = m,—^. Was die Gleich- 

n n 

heit der Verhältnisse betrifft, so enthält diese Definition 
allerdings nichts anderes, als was schon in der 5ten De- 
finition des 5ten Buches einbegriffen ist; indessen wird 
man doch bald sehen, dass durch die Art und Weise, 
wie sie gebraucht wird, eine nicht unwichtige Vorausset- 
zung hineingebracht wird. 

In den Sätzen 1 — 3 werden die bekannten Regeln für 
die Bestimmung des grössten gemeinschaftlichen Maasses 
aufgestellt und bewiesen. Direkt wird bewiesen, dass 
man ein gemeinschaftliches Maass erhält, und antithetisch, 
dass man das grösste erhält. In 4 wird bewiesen, dass 
man, wenn a und b ganze Zahlen sind und / ihr grösstes 
gemeinschaftliches Maass, immer schreiben kann a = mf, 

b = nf und dadurch a = m,—, Ist a < 5, so wird in>ly 

71 >1. Durch diese Bestimmung werden m und n relativ 
prim. Prüft man nun auf der Grundlage dieser Bestim- 

CL C 

mung, ob nach Definition 20 t- = -t, so bringt man zu- 

a 

gleich die Voraussetzung hinein, dass, wenn es der Fall 

ist, in c = m . — der letzte Faktor — eine ganze Zahl ist, dass 
n n 

also n, wenn es in einem Produkt m . d aufgeht und relativ 
prim gegen den einen Faktor m ist, in dem anderen Fak- 
tor d aufgehen muss. Dieser Fundamentalsatz der Zahlen- 
theorie ist also bereits in die Voraussetzungen hinein- 
gelegt, und es ist folglich nicht von grosser theoretischer 
Bedeutimg, wenn Euklid später auf der Grundlage von 
diesen mehrere darin einbegriffene Sätze beweist, wie in 
30 den Satz, dass eine Primzahl, die in einem Produkt 
aufgeht, in einem der Faktoren aufgehen muss. Die er- 



17. Kommensurable Grössen; ^rx^^^^ 
Wähnten Voraussetexxi^Lsen sind nameotÜ^^ "^ 

nutzt, der aussagt, <iass, ^v^onn — = ^ ^^^ 

b ^ d ' 

klein wie möglich sixici, o im « und d in ^ ^^ ! 

Satz bildet ein wiotL-ti^e^s G8-lies<a in der Beweiöfä 
die man zu Satz 30 e^l^-'t^gt,. 

Wie bekannt l>ei:iia.tz:t. rxistn in einem wirkliche 
den genannten Fimda.mexii:£K.lsa.tz d.eii Umstand, dass , 

b relativ prim sind, Ä d^x- ^pösste gemeinschaftliche J , 

und kb ist, ein Sat;z, d^r a.-t:is den Regeln für die Be 
grössten gemeinschLa-ftlicsli^ri Fa-ktors folgt, der aber 
nicht mitgenommen. ^wT.jrd- VSTsts rxia.n bei Euklid ver 
ein Beweis dafür, dsLSs di^ in ^ beschriebene Umft) 

in m . — die einzige ist., ftxr die />^ und n relativ prin 

Aus dem Oesäg-fc^xi ejx-giebt sich allerdings 
klid den Griirxd füxr dio 3L.elire von den gan 
nicht so tief legt -^io den für die Geometrie u 
Lehre von deix allgoxx^eixxon kontinuierlichen Gd 
Sorgfalt aber, xrxit dor ixxx übrigen die zahlre. 
von wesentliclx tlxeo:ret>xsolxeia Sätzen dargesteUt 
gründet wird, zoicLgt a^ox^xxoolx sowohl von emem i 

-. _ ,^ ^T-* r^^ie Ajnthmetik emer ex 

Bück dafür d3.s« ^^^^^^^or. einer Benutzung , 
handlung beaarf «"^^^J^^^^eorie soviel Mühe 
Operationen. a-TO* .J^^^^tieclieii Bücher haben jed> 
wird. Die drex --^^^^^'^ae Bedeutung für die 1 , 

80 grosse una S^^"-«,^^^ erlialten wie die verlier, 
tik bis zu uxxser^ -»- ?^-j^ ^^^en; deshalb wollen 
und Teile von «3-««- ^^ :Bexxierkungen über ibren i 
hier mit gatxz -wen^^S 
Inhalt begn-ü-ge»- ^„„ VexliältniBsen im 7teii By 

Die Letxxr© >^o«- c*« ^^^^ Darstellung der wxc . 
der HauptsacXxe ^^*\^^ l^ei der B«chnu»g «i^*- •' 
aUgemeirxexx Sate«- *^ 
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benutzt werden. (Deshalb haben wir auch im Gegensatz 
zu unserer Wiedergabe des 5ten Buches die Verhältnisse 
als Brüche geschrieben). 

Die fortlaufenden Proportionen, die- im 8ten und 
9ten Buche behandelt werden, sind, wie wir bereits er- 
wähnt haben, die antike Form für geometrische Reihen, 
hier mit ganzen Gliedern. Die Verhältnisse zwischen 
Gliedern einer solchen Reihe mit verschiedener Stellzahl 
sind die antike Form für die verschiedenen Potenzen 
von ganzen Zahlen und Brüchen. Einzelne Sätze über 
Wurzeln entstehen durch Einschaltung von mittleren Pro- 
portionalen. 

Die bedeutendsten zahlentheoretischen Sätze, die er- 
reicht werden, sind die Sätze 20 und 36 des 9ten Buches. 
Im ersten wird die Unendlichkeit der Reihe der Prim- 
zahlen dadurch bewiesen, dass das Produkt der ersten 
Primzahlen + 1 entweder eine höhere Primzahl ist oder 
eine solche als Faktor enthält. Der zweite sagt aus, dass 
das Produkt 

(1 + 2-f 22 4-... + 2~).2», 

wenn der erste Faktor eine Primzahl ist, eine «voll- 
kommene Zahl» wird, d. h. eine solche, die gleich der 
Summe aller ihrer Faktoren ist. Die Richtigkeit ist leicht 
dargethan, da — wie bereits früher (S. 147) erwähnt 
wurde — die dazu notwendige Summation von geome- 
trischen Reihen in Satz 35 dargestellt ist. 



18. Inkommensurable Grössen; Euklids lOtes Buch. 

Wenn wir bei der Besprechung des lOten Buches, 
des umfangreichsten der Elemente, auch nicht sehr ins 
Einzelne gehen, so geschieht das nicht etwa, weil die 
darin- niedergelegte Arbeit, die von Theätet begonnen 
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und von Euklid vollendet ist, zu wenig bedeutend sein 
sollte um unsere volle Aufmerksamkeit zu verdienen. Im 
Gegenteil rührt die Schwierigkeit, die sich uns trotz der 
sorgfältig durchgeführten Bearbeitung entgegenstellt, wenn 
wir uns einen Überblick über den Inhalt verschafiEen 
wollen, davon her, das es eine beschwerliche Aufgabe ist 
ohne irgendwelche Zeichensprache zwischen den in diesem 
Buche klassificieften irrationalen Grössen zu unterscheiden. 
DasB das Buch dennoch, obgleich man lange Zeit nachher 
die daraus entnommenen Klassifikationen angewandt finden 
kann, nicht eine so anhaltende historische Bedeutung hat 
gewinnen können wie vieles andere bei Euklid, hat sei- 
nen Grund darin, dass weiterhin die Zeichensprache, auch 
schon auf frühen Stufen ihrer Entwickelung, einen viel 
einfacheren ÜberbHck über die verschiedenen Arten irra- 
tionaler Grössen gewährte. Auch wir wollen uns hier 
damit begnügen mit Hülfe der Zeichensprache Auskunft 
darüber zu geben, welches die Grössen sind, die klassifi- 
ciert werden, ohne uns um die Benennungen zu beküm- 
mern, wodurch dies erreicht wird. Was diese angeht, so 
will ich nur, um direkten Misverständnissen bei Lesern 
Euklids vorzubeugen, darauf aufmerksam machen, dass 
er, wenn er von «rationalen» Grössen spricht, damit nicht 
nur solche meint, die mit der Einheit kommensurabel 
sind, sondern auch solche, deren Quadrate es sind, die 
also «nur in der Potenz kommensurabel sind» mit der 
Einheit. Das Wort Einheit wird hier jedoch nicht so 
wie in zahlentheoretischen Büchern gebraucht, sondern 
eine willkürlich gewählte Grösse, die als rational betrachtet 
wird, spielt in diesem Zusammenhange dieselbe Rolle wie 
eine Einheit. 

Über Kommensurabilität und Inkommensurabilität 
vergewissert man sich, wie schon früher erwähnt (S.. 55), 
durch direkte Versuche das grösste gemeinschaftliche Maass 
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zu bestimmen. Die Inkommensura'bilitsLti ^WTLirci daran er 
kannt, dass diese Operation sich bis ins TJnencllichLe fort- 
setzen lässt, während die successiven Ros"to bis ins TT 
endHche oder unter jede gegebene GS-renze abnelrmen' 
Dieses Abnehmen bis ins ünendliclie Tvird mi-t d iv. * 

wissenschaftlichen Strenge genommen ^wie iede i ^t ^ 

Annäherung bei den Alten. Das gescbielxti anoti VT^ ^^^^ 
Hülfe der 4ten Definition des 5ten Bncbes di . ^^^ ^"=^i^ 
dahin umgeformt wird, dass man, ixidem ix^ ►^^atz 1 

gegebenen Grösse mehr als die JEIälfte stt. bi- v. - ^^^ ^mer 
von jedem folgenden Reste wiederiim metir i -^^*^> und. 

schUessUch zu einer Grösse gelangen kann r^- ^^ -Hälfte, 

gegebenen Grenze liegt. Mit diesem Sat* i ^^""^^^-"^ j^der 

punkt werden zuerst einige allgemeine TT ^ -^"^sgangs- 
irrationaler Grössen, ohne Rücksiclx-t aiaf •>> ^"'^^^-'■^1^'U.ngen 
vorgenommen, und ebenso üntersTicbxu^ ^ ^^^^"^stelmxig, 

gebildeten neuen irrationalen örössen -r>k ^^-"^ l^ierans 

besondere Untersuchungen über Quadral- ^ö-n l^onaniien 

auch die früher berührten üntersuclanno' j^^^ln, <ia.mn.ter 

Fälle, in denen diese sich als rational ^^»^^r ^^^jeni^en 

lieh über rationale rechtwinkelige I^^.^^ , ■'"S^oen, i^-arnent- 
für irrationale Grössen, die ferner a.nf ^^^ fl' öio Formen 
vierte Wurzeln aus rationalen Grrös ^-■-^■fc "^v^^rden o* /i 

von der Form p ±}/ p^ - q, V^P^^^^r^^ ^^^ Aljö^rücke 
sowie die Quadratwurzeln aus diee^^^ -^I^» '^ et -+- -»/ — 
richtiger, wie wir an einem Beispi^j^ ^^^"^^ckien ^ * 

wisse Umformungen dieser QuadratA?»- ^*^^i:x "W^erde* ^^ 

oder Differenzen. , Die Gheder der X^^ ^^^^Ixx i^ Sn^' ^^' 
Gleichungen von der Formen x^ ^|_ ^ ^^n "vv^erden ^ ^^^^n 

a und b schon selbst eine gegebene IP^ ^'^^^^^ ^*> ^*? . r/ ^rcli 

Ausser den Definitionen der -^-^ ^^ ^^ben v^ . * ^^^ 
irrationaler Grössen besteht die A.x-'b ^?^"*^^^<ieniri ^-^^^^^=*^^- 
hier ausgeführt hat, im wesentlieli^-^ . ^^^lolx^ ,j*^^ssen 
dass die gebildeten Grössen irrational ""^^ "^^'vvei ^J^üd. 



xs. 



X«3ikorxi 



mensurable 



unter 
einem 



Grösse 



oixia.x:iciex- ^v-ex-so^ii^cien 



Fornaen si<3Jtx 
sich a.ixs 




auscix-xicfeiicl^en Hervorheben 
verburnci^xi -i^ex-den, Ixx doxien ein ^ 

eirxö einfachere :S^ 
von einfache^ ^ 
setzen ±sL&&t,^ -Eü^?xrl=Löx- g^eliört di ^ 

des dojp^^Xt; xx-x-.^t;ioxTLa.iexa Ausdru i^ 
einen exxifü-<32x xx*x*,^^xoxx^lon. Diese r 
und 91. t>^ÄX^ixxxxx^ö^w^^ise für -^ ^*^ 

Diesell>o T'x-^xx^fox-xxxa.-fcxon Tvird ^j -^t: 

gewandt, xxxxx oiexx ^A.xxscix-ucl5: VT^T^^^:.,,^^ 
Quadrat ist, xxxxxÄXX-^v-axxcieln in ^--- V^ - 




Auf diööö X^ox-xxx füiix-en di^ 
und 76 ci»^T:i cixerx^i^, ciie «o^ew^^^w 

«kleinere :. xx-x-«.t.x<:>xx^i^ ^^"^r^..^^^^?^^^ 
tionen, wociTXX-cl^ clx«^^ ™<3 t^^^^^iT^^^^e 
genommen -^^v^öx-otexx, , . ,, ^^^:>x> ^ 

geometnsolx^rx ^<e^J^S^«=^ «^ ^ ^^^ «i ^i>»^ ^ ' 

selben, dio xx.«.ra J«*-* --^^^^/^^-^.a^^ «*. ^ 



chungen aj 



T?v"ö.x"ciö- 



®^i5. 



'^iöre 



lö Flf^mente der Stereo/netr/e; 

19. Elemen^e^^.^^ ^^^^^ ""^ ^3fes S^^,^^^ 



Indem Bvxfcl^^^^^ algebraische PerS'^^ 
eine recht vreit^^J^ j^%xf^^^^^ ^" ^^i^*^- - *^ 
Handlung solofa^^ ^^ öJei ' 



eine recht ^s^exf»-- ^A^rxf^^^^^ ^" ^®^' 

Handlung solofa^^ vo» öieichungei 

wiederholte X^ös«»^ 



zeigen, ^ 
jn ^ 



zweit, 



'©rx 
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handelt werden, stellt er namentlich die Mittel her um 
diejenigen Grössen zu benennen, zu denen ihn die Be- 
stimmung der Seiten und Kanten bei regulären Polygonen 
und Polyedern führt. Ehe er im 13ten Buche hierzu ge- 
langt, muss er zuerst im Uten Buehe die ersten Elemente 
der Stereometrie darstellen. 

In den ersten Sätzen, die über die Lage von (reraden 
und Ebenen gegen einander handeln, wird man sofort 
dieselben Sätze und Beweise antreffen, die sich in mo- 
dernen Lehrbüchern finden. Neben den Sätzen mußs 
Euklid hier wie in der ebenen Geometrie Konstruktionen 
mitnehmen, da durch diese die notwendigen Beweise für 
die Existenz der betreffenden Figuren geführt werden. 
Da Konstruktionen durch Ebenen nicht in der Weise vor- 
bereitet sind wie Konstruktionen durch Geraden es in 
den Postulaten des ersten Buches waren, so werden die 
Konstruktionen so weit möglich auf planimetrische zurück- 
geführt. So wird eine Senkrechte auf eine Ebene von 
einem Punkte A ausserhalb dieser dadurch in 1 1 gefällt, 
dass man zuerst von A eine Senkrechte A Z) an eine be- 
liebige Gerade BC der Ebene zieht und dann von A 
eine Senkrechte auf diejenige Gerade der Ebene, die im 
Fusspunkte D der ersten Senkrechten senkrecht auf BG 
steht. In 12 erhält man die Senkrechte in einem Punkte 
einer Ebene dadurch, dass man zuerst von einem ausser- 
halb liegenden Punkte eine Senkrechte auf die Ebene 
fällt und dann zu dieser eine Parallele durch den gegebe- 
nen Punkt zieht. 

Besonders werden solche Sätze mitgenommen, die 
später Anwendung finden können bei Untersuchungen 
und Konstruktionen von Parallelepipeden und Polyedern, 
so in 20 und 21 die bekannten Sätze über die Seiten 
einer dreiseitigen oder einer beliebigen konvexen Ecke. 



19. St^Ä-^oxaoi^^xTf^; EvikJJd Xl ,.^ 

^^ 
Demnächst wird cI±g I^<:>iJL&t.x^xJLktiozi eüxe^ ^^^ 

mit gegebenen Soit^öxa. dort 22 vorbereitet ^^i&, 

geführt. Das gescliiöiit; cJäc^uj-oIi, d&ss raa^^^^=^ 

teln dieser WixafcöJ ^lG±4^J=t€^ StückiG ^hschxx^^^^ 

den Seiten, die ±rx i±GT^ &o ^i^tstaiKieneii gi^i^j^ 

Dreiecken diesen W±xxk€ilix ^G^GzxillyeTliegQt^^ 

konstruiert und laxx» <3.±&&^& JE^x-^fiGch: einen Kreis 

der Mittelpunkt diG&GS I^jrGi&G& ist aann die 

des Scheitelpunktes cZ^x- ^^jaucJut^fzi Ec^e. Die 

der Konstruktion, TV^enn dj^ Seiten den in 

gestellten Bedingungen ^e^x^ä^^x^- wij-<i sorgfälf 

und dadurch dargetliÄX^, d^^^ c^ie^e ^edingur 

chend sind. 

T ••• . ,. ^j^-t:* T?ii<3ii namentlii 

lallelepiden und vora d^« /^^t xx.it der ] 
Grossen von solchen, und ecixU&f^^ ^^ 

des Inhaltes eines dreieoi^i^«« ^^g««s «nter . 
dielnhaltsbestimmung-e» l&±d^^ «^e» über stei 
in den geometrischen Vora.«s^^^_f ""^ l,©si>rochen 
Grössen, den wir trülxer (&- ^^ ^^ etixaerer^ 

Im 12ten Buche koxxaEO* «^ ^^^ ^l,er di 
mung des Inhaltes einer f>yi-«-xm«*^ ^^^etdxxixrLViris 
m Verbindung mit den äfc>ri^^*^ *-sc»rast»e weises 
12ten Buche mittels des :E2^i^^^^^ j^^^ übrige 
werden, genauer berichten ^*^*^-^-^^«« oH^r «i»® *^® ^ 
der Stereometrie folgt im iStö** -^t, eowi« die ^ 
der 5 regelmässigen Körper ^'^^^^Jr i:>«rclai»ese 
der Grösse ihrer Kanten, vsre»» Hiexz« sie 

beschriebenen Kugel geget»«^ ^Stilf «s^*^® ^'^^^ 
ewige geometrisch-algebraisciae "^^^^ <Jer Seite 

wie eine vollständigere :B«ö**'^'^io Sl«^^*^"^ 
Polygone als diejenige ist, <ii^ *=^ grieto*- 
gone im 4ten Buch unmittel^^'' ^ 
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Die ersten Sätze lassen sich in der Zeichenspraehe 
der jetzigen Algebra folgendermassen ausdrücken: Wenn 
X und y die Abschnitte der stetig geteilten Strecke a sind, 
und «>^, so ist 

1. a? 4-77=0 V^ (^ ^^ ^^® Umkehrung des Satzes 1.) 



3. 


»+l= 


■1^ 


4. 


a* -1-1,2 


= 3ar« 


5. 


a'^«(( 


» + «)• 



Hieraus wird in 6 geschlossen, dass a? und y unter 
die Art von irrationalen Grössen gehören, die im lOten 
Buche den Namen «Apotomen» erhalten haben. 

Darauf folgen einige Sätze über die Seiten regelmäs- 
siger Fünfecke, Sechsecke und Zehnecke. Unter diesen 
ist in 10 ein eleganter Beweis dafür beachtenswert, dass 
von den drei genannten Vielecksseiten die erste Hypote- 
nuse, die beiden anderen Katheten eines rechtwinkeligen 
Dreiecks sind. In 11 wird dann auf Grundlage geome- 
trischer Betrachtungen eine Berechnung der Fünfecksseite 
vorgenommen, wenn der Durchmesser d des umbeschriebe- 
nen Kreises gegeben ist. Euklids eigene Bestimmung 
führt geradezu dahin, dass die Seite auf die Weise be- 
rechnet werden muss, die wir durch den Ausdruck 



2 V 2 2 



^fh angeben, aber da Euklid die Mittel 



fehlen einen solchen Ausdruck aufzustellen, so begnügt 
er sich damit den Satz auszusprechen, dass die Pünfecks- 
seite, wenn d rational ist, irrational wird von der Form, 
die er im lOten Buche «kleinere Irrationale ^ genannt 
hat, und seine wirkliche Bestimmung als einen Beweis 
für diese Behauptung zu gestalten. Dass der Beweis so 



19. Stereometrie ; EuWid Xi ^ , 

weitläufig wird, beruht darstnf , daeö ^ ' 

gewiesen werden muss, da.B8 die dolP^ ' 

sich nicht aufheben lässt, derLn in bcA 
die irrationale Grösse zu eimei: a.ndei:eXV ' 
In 12 wird die Dreiecksseite "beB^^' 
wird ein reguläres Tetraedex feiorxstraieTt 
die Kante k gleich d ^/~% ist, wenn d 
der umbeschriebenen Kugel bedentet. 

In 14 wird ein regvila.xres 0:k:taedet 
nachgewiesen, dass Är= d \/^. , 

In 15 wird ein reg-cilslx-es He:s:aedet 
nachgewiesen, dass k= d V^^. 

In 16 wird ein reg-dlaires I'kiosaedet 
^ durch Ausführung der TvirlsJLioTrxoxi. Berecliti: 

die Kante eine «kleinere Ixrr-CLtzLoi^ale » ist. 
^ In 17 wird ein reguläLTres II>o<ielkaedet ' 

S' durch Ausführung der ^wix-kliolieiii. Berect ' 

5-' dass seine Kante unter <üe xirra.'tionalen 

)■ die Apotomen genannt -w^^rdoxi . 

^ 18 zeigt an einer -ULr^^ci <5L€>xrs€>ll>erL Figvi 

t tionen der verschieden on IECsLri"t^n. Diese 

t nutzt um sie unter einaxicior- ztn vergleiclie 

i^ Die Konstruktionen zeig^xi, da-ss di 

r. Polyeder wirklich existieren. Ixn ©clilnsssa 

wird der Beweis hinzvxgofä-gt,, dass sie d 
t liehen sind. 

Die meisten Ausgatoon- von Exakilid i ! 
^ ein sogenanntes 14tes Bu-oti. Asl& von dem i 

,: Mathematiker Hypsiklos 3aorx-Til:xrt,^ nna e 

^: jüngeres 15tes Bucli. IVLan Icx&t. sie as 

. Euklid aufgefasst, woil sxo ^^"^^ ,^ 

, Buch von reg„.S»n ^'^^y^tT^li^^^-^'^^^ 

^._ Hypsikles ist in der Tl^at. oxno ^^.^^.^^ 

^|; lung dieses Gegenstan<iös- 
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enthaltenen Sätze mag der angeführt werden, dass die 
um die Seitenflächen eines regulären Ikosaeders und Do- 
dekaeders beschriebenen Kreise gleich gross werden, wenn 
die beiden Polyeder in dieselbe Kugel beschrieben sind. 
Als Specialuntersuchung gehört dies Buch eigentlich gar 
nicht unter die Elemente, aber es ist ein hübsches Bei- 
spiel für die Untersuchungen, mit denen sich die Mathe- 
matiker der alexandrinischen Zeit beschäftigten. Nach 
der Vorrede bildet es die Fortsetzung ähnlicher Unter- 
suchungen, die von dem grossen Geometer Apollonius 
herrühren. 

In diesem Zusammenhange wollen wir auch noch 
eine andere Arbeit nennen, die sich an die Untersuchung 
regulärer Polyeder angeschlossen hat, nämlieh Archi- 
medes' Bestimmung von halbregulären Polyedern, 
d. h. von solchen, die von regulären Polygonen verschiedener 
Art begrenzt werden. In einer Arbeit, die verloren ge- 
gangen ist, von der uns aber Pappus berichtet, fand 
Archimedes, dass es 13 solcher Körper giebt. 



20. Der Exhaustionsbeweis; Euklids 12tes Buch. 

Wesentlich dieselben Mittel, durch welche er in der 
Lehre von den Proportionen eine exakte Behandlung auch 
von solchen Grössen erreichte, die sich nur näherungs- 
weise durch rationale Zahlenverhältnisse bestimmen lassen, 
brachte Eudoxus auch in Anwendung für die exakte Be- 
stimmung solcher Grössen, die als Grenzwerte für eine 
unendliche Annäherung entstehen, und für das Operieren 
mit ihnen. Die Methode, die er erfand um diese Grenz- 
werte sicher zu stellen ohne direkten Gebrauch von dem, 
damals von den Mathematikern in den Bann gethanen, 
Unendlichkeitsbegriffe zu machen, hat so bestimmte For- 



20. Der Exliattstionsieweis 

men, dass sie ihren Gigenen Namen 
den Namen gebrauciien, den man 
hundert gegeben hat, und sie den J 
nennen. Dieser wird auf der Von 
die in der 4ten Definition des 5ten J 
oder gewöhnlieh mehr unmittelbar j 
geleiteten Satz 1 des lOten Buches 
man von einer Grösse die Half 
die Hälfte wegnimmt und diese O] 
reichende Anzahl von Maien wie^ 
lieh zu einer Grösse gelangen k 
ist als irgendwelche gegebene G 
Art. (In der modernen Sprache: i 
wenn a, /?, ;,...^^^, 

Wir wollen den Exhaustionsbeweis 
seiner ersten Anwendung bei Euklid, 
benutzt wird um zu beweisen, dass di 
Kreise sich wie die Quadrate ilirer Durcl. 
Im vorhergehenden Satz 1 ist Ibewiesei 
einbeschriebene Polygone sicti wie die 
Durchmesser verhalten. Man kann dann., 
kurz ausdrücken will, sagen, dass der BeA 
besteht, die Kreise als Grenzen für ©olc 
betrachten. Die Zuverlässigkeit dieses 1 
wird durch den Exhaustionstoe-w^eis ge^^i 
hierzu dienende Anwendung von Xl, X, ^ 
Beweise selbst vorkommt, länf-fc in diesen 
hinaus, dass man in einen Kjreis ein X*i 
vielen Seiten beschreiben kann, dass die X>ifi 
diesem und dem Kreise kleiner ^vir-d als 
gegebene Grenze. Die Dreiecke, die man 'i 
doppelung der Seitenzabl von den Segine 
aus denen diese Differenz l^es-telx-b, sirxd nax 
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gross wie Rechtecke, die diese Segmente ganz enthalten, 
also selbst grösser als die Hälfte der Segmente. 

Um nun, wenn A und B die Kreise, a und h ihre 
Radien sind, zu beweisen, dass 

nimmt man an, dass 

Um zu prüfen, ob es dann möglich ist, dass C <CB, 
beschreibt man in A und B ähnliche, reguläre Polygone 
A' und B mit so vielen Seiten, däss B — B^<CB — C, 
also B > C, Dann müsste man haben 

das ist aber unmöglich, da A > A\ aber C <,H. 

Der Fall, wo C> B, wird auf den vorhergehenden 
zurückgeführt, da man aus C> B würde ableiten kön- 
nen, dass 

h^',a^ = C:A = B:D, 
wo D<A. 

Es ist klar, dass derselbe Beweis immer, wenn vari- 
ierende Grössen A und K die Grenzwerte A und B 
haben, und das Verhältnis A : B einen konstanten Wert 
hat, benutzt werden kann um darzuthun, dass das Ver- 
hältnis A : B denselben Wert hat. Wenn im besonderen 
A-^-By so giebt das A=Ä Die Alten stellen jedoch 
nicht, so wie man es in der modernen Lehre vom Un- 
endlichen thun würde, diesen Satz ein für allemal auf, 
denn das würde ebensoviel sein, als wenn sie solche Be- 
griffe wie unendliche Annäherung erklären und dadurch 
anerkennen wollten; vielmehr wiederholen sowohl Eu- 
klid wie später Archimedes dieselben Beweisformen 
jedes einzelne Mal, wo sich Verwendung dafür findet. 
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Bereits in Satz 5, in d^j^^^ 
dreiseitige Pyramiden von ^^ 
Grundflächen verhalten, ha.!. :^^^ 
geführte Beweisführung zvi -r^- ^ 
3 und 4 bewiesen hat, d.a.ss c^^* 



Anwendbarkeit vorhanden 



sir>^^ 



dass eine dreiseitige Pyraroici 
gur, durch die Ebenen £: j^ ^ 




durch die Mitten ^voxx 3 o<3Le 
legt wird in z^woi. Hcxy slVxxüI : 
grossen linearen. X>xxxx^xxsi.oT:5Lei . 
denen sich mit UlfLXrt^ ^^t SsLti 
zeigen lässt, dcLS» si.^ g,"Ye\oVi 
das eine dieseXT^^ Xiörti.^ tj« 
der kleinen P^yx'£bX3Cki<2L^xx. T< 
den kleinen. I*yTra.x3ci.X<3L^xx cu 
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man damit fort, so wird man auf diese Weise als Nähe- 
rungswerte für die Pyramide die Summe der 2 ersten, 
der 4 folgenden, der 8 folgenden u. s. w. Prismen er- 
halten. Man sieht, dass die Prismen, die man jedesmal, 
wenn man zu einer neuen Annäherung übergeht, von der 
Pyramide fortnimmt, mehr als die Hälfte von dem be- 
tragen, was übrig bleibt; die beiden kleinen Pyramiden, 
die bei der Teilung einer Pyramide entstehen, sind näm- 
lich kleiner als die beiden Prismen, da sie sich so legen 
lassen, dass sie nur Teile von diesen ausmachen. 

Hat man nun zwei Pyramiden, A und B, von der- 
selben Höhe, und benutzt man als Näherungswerte für 
diese die Prismensummen A' und ß', die dadurch gebildet 
werden, dass man bei beiden Pyramiden gleich weit in 
der Teilung gegangen ist, so kommt es (in 4) nur darauf 
an zu zeigen, dass A : ß' gleich dem Verhältnis zwischen 
den Grundflächen (Fund G) ist. Das ergiebt sich, wenn 
wir für die beiden Pyramiden die Summen der beiden 
ersten Prismen u^ und v^ nennen, die der 4 bei der fol- 
genden Teilung entstehenden u^ und Tg, die der 8 näch- 
sten Mg und üg u. s. w., durch den Beweis, dass 

-F: G = u-L : üj^ ==M2 : ©2 =^3 'Vq,..=A':B*. 
Der Exhaustionsbeweis liefert dann in 5, dass 

A:B=F:G, 
Die Bedeutung des hier benutzten Verfahrens erkennt 
man am besten, wenn man beachtet, dass der Satz 3 die 
Bedingungen liefert, die nach X, 1 gewährleisten, dass 
^ = 1*1 + 1*2 + ^3+ u. s. w. bis ins Unendliche. 
Diese Betrachtung ruft den Wunsch hervor, die kon- 
vergente Reihe genauer zu untersuchen. Man sieht nvi^ 
leicht, und teilweise wird das auch von Euklid in XU, 
benutzt, dass jedes von den beiden gleich grossen Prisnaen 



20. Oer EI^rfz^^^iESKtioxisfo^^w-eis • Euklid y 

in M, zweien von ci^xn. 4 ^i^icjla ^Trossen p 
ähnlich ist, und so f ox-t, -w"o>x-^tj.s sioii oxg^iebt, d 

wenn u^ ein Prisnaa l>^ci^Tj.t;et von cierseJben 
Grundfläche wie dio IF^yx-axDcixcio .^^. Für die 
dieses Satzes lässt siolx le^xolit; ein Exhaus^ 

führen. 

Dieses Verfahren -%?v-öxi<:3öt; JE u Js: I i cJ aJlerdin^ 
Wenn wir es nichtsdostow^^xii^ex- fiix- wex-t geh; 
es hier anzuführen, \sro "wrix- xxiolifc nxxo- die Verff 
Euklids, sondern iil>erlxa.xxx>-fc die dex- -Alten fc 
wollen, so geschieh.'t c3a,s cieslia.ll>, Tv^eii ^i^ 
wirklich, wie wir iysLldL eiTV^Älinen WGrder 
selbe Summation ein^x- xx ri en dliclien 
wendet um die Fläclie eiix^s F^SLjrstJyGl&G^men 

Statt dieser Siimncia.tioix ^w^endet EukI 
die bekannte Teilung ein.es dreiseitigen Pj 
Pyramiden an, um den. XiokJoLSLl± der dreisGii 
zu finden. Es ist n'berfltlssig, beim t^ber/ 
seitigen Pyramiden, so^w^ie t>eixn XytyGrgang 
und Pyramiden zu Cylixidern. Txnd Kegeli 
der letztere wird niLit. KLül£e des Extiaustir 



Schwieriger ist, <3Lei: In X8 laergesteJ 
dass zwei Kugeln. sIoYl ^wie die Kuben 
halten, denn bier ls:sLm:x xrxsLn. XLiclit so ei; 
werte bilden ^WT.e \>el <3Lex^ "KxeiBÖächen. 
dafür wird die A.-CL^^sLV>e Ql^^') gelöst; i 
Polyeder zu l>e©cTckX'ei.\>^-r^^ ääs e\ue klei 
Kugel ganz nxnsolcLWe»s-t. T>\.ese A^fga 
massen gelöst. Xxx e'Lizk.ein. ^xö^^ "^ ^ 

Kugel (wir Mrollexx xlcxicx Ä^c^ajlsl\.ox ^^^ 
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Polygon von gerader Seitenzahl (2 n) so beschrieben, dass 
es den in derselben Ebene liegenden grössten Kreis der 
kleineren Kugel ganz umschliesst. Darauf wird in den 
Äquator der grossen Kugel ein reguläi'es Polygon von 
doppelt so vielen Seiten (4 n) beschrieben. Durch dessen 
Ecken und den Pol des Äquators werden neue grösste 
Kreise (Meridiane) gelegt, welche vom Schnittpunkt mit 
dem Äquator an in ebenso viele Teile (4 n) wie der Äquator 
geteilt werden. Die* Teilpunkte werden dann Eckpunkte 
des gesuchten Polyeders sein, dessen Seitenflächen Tra- 
peze und Dreiecke werden, von denen die Dreiecke um 
die Pole herum liegen. Aus Euklids vollständigem Be- 
weise geht hervor, dass er diese Lösung hat geben wollen, 
wenn es auch nicht diese, sondern eine andere unrichtige 
Lösung ist, die in dem nun vorliegenden Texte dem Be- 
weise vorangeht. 

Hier hat man allerdings nicht eine Reihe Näherungs- 
werte für die Kugeln, aber der Exhaustionsbeweis lässt 
sich dennoch wie früher führen. Sind nämlich A undB 
die gegebenen Kugeln, a und h ihre Radien, und ist C 
eine zu B koncentrische Kugel bestimmt durch die Glei- 
chung 

A:C=a8:&8, 

so kann man, wenn C <CBy in B ein Polyeder B' be- 
schreiben, das, C ganz umschliesst, und in A ein diesem 
ähnliches Polyeder A\ Diese werden dann ebenso be- 
nutzt wie die Grössen, die wir in dem früher geführten 
Exhaustionsbeweise A' und B' genannt haben. 

Um zu voller Klarheit über den logischen Wert de8 
Exhaustionsbeweises zu gelangen, wird es nützlich sein, 
ihn mit modernen Arten der Betrachtung zu vergleichen. 
Wenn auch die Alten solche Ausdrücke wie Grenzwert 
einer unendlichen Annäherung durchaus vermeiden, so 



20. L^Gi- E::x:lx^ias£:ioDsi>OTi^e/s; ^. 

^^ 

L sind es dennocb., tv^x^ sc^iioxi G,nt^eführt^ 
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es einen Exhaustionsbowois s^^l^t, ^"f^ ^ 
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alten Autoren da findet, ^V^^^l,estimmi 

, nutzt haben, lassen siofa «^^J.^, ^^ die mar 

tesimalen Methoden zuräc35:±viör«^^ ^^^ ^.^ 

So kann man sagen, **^®® „^^Isegment b« 
Euklid Xn. 5 und aa.s ^^^^%ltt XII, 1 
sondern auch die Kx-^as^ ^ ^^ vind Archi 
gente Reihen bestinam* ^^^-.'i^e Siam^®^ 
wie wir sehen werden, ^^.^ ^^ d^ie vrir j ■ 

vielen unendlich kleix:ien ^^^^^^ristionst>ewei 
Integrale nennen. Oor ^"^^^^^ exal5:t. 
Wendung von diesen voxj.**- gcbrifteö s<^ 

jedoch m den überli©*®^*^®"^ eiixzelo.^^ ^ | 

diese Exaktheit in i®'^^"^^ t»l©il>* <ii«3®^ 
steUen, dass kein Ra«Da ^^g,jtate zn ^^^^ 
die sie benutzen um <ixe 
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augenblicklichen Bedarf hinaus zu entwickeln und andere 
neue Methoden zu bilden. 

Als im 17ten Jahrhundert die Infinitesimalunter- 
suchungen namentlich im Anschluss an Archimedes' 
Schriften wieder aufgenommen wurden, kam es haupt- 
sächlich darauf an, nicht nur seine Begründung der Re- 
sultate zu verstehen, sondern zugleich zu sehen, wie diese 
und neue sich finden Hessen, also Methoden hierfür zu 
entwickeln. Man fuhr jedoch fort die nach und nach 
gewonnenen Resultate zum grossen Teil entweder durch 
wiederholte Anwendungen des Exhaustionsbeweises sicher 
zu stellen, oder ihnen doch Zutrauen zu verschaffen durch 
die Bemerkung, dass dieser Beweis sich würde benutzen 
lassen. So verfuhr z. B. Fermat, und man fuhr sogar 
damit fort, nachdem die Differential- und Integralrech- 
nung durch Newton und Leibnitz begründet worden 
war. Als man sich allmählich mehr in die Benutzung 
der Methode zur AuflSndung neuer Resultate vertieft und 
sich im Umgehen mit unendlich kleinen Grössen Routine 
erworben hatte, vergass man jedoch oft die logische Sicher- 
stellung, die der Exhaustionsbeweis zu geben bestinunt 
war. Man betrachtete unendlich kleine Grössen als hin- 
reichend definiert durch ihren Namen, und es konnte 
wohl vorkommen, dass einer sich soweit vergass, eine 
Grösse als durch eine unendliche Reihe definiert zu be- 
trachten, ohne sich von ihrer Konvergenz überzeugt zu 
haben. 

Erst in unserem Jahrhundert haben die Forderungen 
nach Exaktheit, denen die Alten durch den Exhaustions- 
beweis genügten, wieder volle Anerkennung gefunden. 
Man erfüllt sie eben dadurch, dass man für die Existenz 
und Eindeutigkeit der Grenzwerte solche Beweise führt, 
die im wesentlichen mit dem Exhaustionsbe weise zu- 
sammenfallen. Nur führt man diesen jetzt — und dass 
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man das kann, deuteten wir bereits bei der ersten An- 
wendung des Exhaustionsbeweises an — ein für alle- 
mal oder wendet ihn doch nur an bei der Behandlung 
so allgemeiner Begriffe, wie es die Summe einer unend- 
lichen Reihe oder ein bestimmtes Integral sind, während 
man ihn im Altertum für jede einzelne Anwendung wieder- 
holte. 

Eine nicht unwesentliche Formverschiedenheit, die 
allerdings die Stringenz der Schlüsse unberührt lässt, aber 
von dem verschiedenen Ausgangspunkt herrührt, ist jedoch 
vorhanden zwischen der Behandlung dieser Fragen im 
Altertum und in der Gegenwart. Sie trat bereits hervor, 
als im allgemeinen die Rede war von der Kontinuität der 
Grössen. Das Vorhandensein dieser wurde von den Alten 
unmittelbar vorausgesetzt durch die geometrisch dar- 
gestellten Grössen in Euklids vier ersten Büchern, und 
erst hinterher lernt man im 5ten Buche arithmetische 
Mittel kennen, die sich auch benutzen lassen um Grössen 
zu vergleichen, die nicht kommensurabel sind. Nun da- 
gegen stellt man vielmehr diese arithmetische Grössen- 
bestimmung an die Spitze und wendet sie erst nachher 
an auf die mehr empirischen, kontinuierlich variierenden 
Grössen. Ebenso wird man jetzt oft den konvergenten 
arithmetischen Näherungsprocess, durch den die Fläche 
einer ebenen Figur, z. B. eines Elreises, oder ein Volumen, 
z. B. einer Pyramide, bestimmt wird, voranstellen und 
als Definition für Flächeninhalt oder Volumen benutzen. 
Die Alten dagegen betrachteten jede ebene Fläche und 
jedes Volumen als definiert durch die allgemeinen Grössen- 
axiome, die wir in Euklids erstem Buche kennen gelernt 
haben. So wurde der Satz, dass der Kreis grösser ist 
als jedes einbeschriebene und kleiner als jedes umbeschrie- 
bene Polygon, eine unmittelbare Folge des 8ten Axiomes. 
Aus den Axiomen des ersten Buches wurden die Nähe- 
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rungsprooesse abgeleitet, die damals lör die Bestimmnngen 
angewandt wurden und jetzt für die Definitionen ange- 
wandt werden. Die Obereinstimmung besteht darin, dass 
man damals ebenso wie jetzt sichere Beweise für die 
Konvergenz dieser Processe verlangte. 

Die allgemeinen Grössenaxiome reichen indessen nicht 
aus, wenn es darauf ankommt die Länge einer krummen 
Linie oder den Inhalt einer krummen Flache zu bestim- 
men. Deshalb halt man es jetzt für besonders notwendig, 
diese B^riffe durch eben den Naherungsprocess zu defi- 
nieren, durch den die Grössen faktisch bestimmt werden. 
Es zeigt sich, dass wenigstens Archimedes für die hier 
berührte Schwierigkeit ein offenes Auge gehabt hat. Er 
sucht ihr nicht abzuhelfen durch formelle Definitionen 
der genannten Begriffe, sondern statt dessen steUt er nach 
Weise der Alten ausdrücklich die Voraussetzungen auf 
— postuliert sie — , die er ausser den allgemeinen 
Voraussetzungen über Grössen in den Naherungsprocessen, 
wodurch die Grössen bestimmt werden, und in den Be- 
weisen für die Konvergenz dieser Processe anwendet 
Diese Voraussetzungen werden als Postulate zu seiner 
Schrift über die Kugel und den Cylinder aufgestellt. Sie 
sagen aus, dass 

1) die gerade Linie der kürzeste Weg zwischen zwei 
Punkten ist; 

2) dass von zwei Linien zwischen denselben Punkten, 
die ihre Konvexität nach derselben Seite wenden, die 
äussere die grössere ist; 

3) dass eine ebene Fläche kleiner ist als eine krunune 
von demselben Umkreis; 

4) dass von zwei krummen Flächen mit demselben 
(ebenen) Umkreis, die ihre Konvexität nach derselben 
Seite wenden, die äussere die grössere ist. 
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Es ist offenbar ein Missverständnis, wenn man zu- 
weilen in dem ersten von diesen Postulaten — aus seinem 
Zusammenhang herausgerissen — eine Definition der 
geraden Linie hat sehen wollen. Vielmehr dient dieses 
und das folgende zur Definition der Länge einer krummen 
Linie, die beiden letzten zur Definition des Inhaltes einer 
krummen Fläche. Dass diese indirekten Definitionen 
ausreichend sind, zeigt sich dadurch, dass sie sich 
wirklich für die Bestimmungen verwerten lassen. Dagegen 
enthalten 2 und 4, die sicherlich nicht ganz entbehrt 
werden könnten, etwas mehr als streng notwendig ist. 

Nachdem wir nun auch hier die allgemeinen Prin- 
cipien kennen gelernt haben, die Archimedea benutzte 
um seine infinitesimalen Bestimmungen mittels des Ex- 
haustionsbeweises sicher zu stellen, können wir uns im 
Folgenden damit begnügen die Zerlegungen, wodurch die 
Bestimmungen ausgeführt wurden, und die dadurch er- 
reichten Resultate anzugeben, ohne dass es nötig wäre 
auf die Einzelheiten der strengen Beweisführung einzu- 
gehen. 



21. Infinitesimale Bestimmungen bei Archimedes. 

Obgleich die ausserordentlichen Verdienste des Ar- 
chimedes sich auch auf anderen Gebieten zeigen, die 
zum Teil schon berührt sind oder später erwähnt werden 
sollen, so tritt uns seine schöpferische Kraft dennoch vor 
allem entgegen sowohl in den infinitesimalen Unter- 
suchungen, für die Eudoxus schon eine so zuverläs- 
sige Grundlage geschaffen hatte, als auch in der Lehre 
vom Gleichgewicht, von der man vor Archimedes 
keine exakte Behandlung kennt. In diesen Untersuchupgen 
hat er vielfach Gelegenheit sich ausser mit der elemen- 

12 
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taren Mathematik auch mit der Lehre von den Kegel- 
schnitten vertraut zu zeigen, so vertraut, dass er sogar 
Schnitte an solchen Flächen behandeln kann, die durch 
Umdrehung von Kegelschnitten entstanden sind. Da wir 
jedoch über die griechische Lehre von den Kegelschnitten 
am liebsten im Zusammenhange reden wollen, so wollen 
wir in unserer sonstigen Besprechung von Archimedes* 
Arbeiten nur jedesmal die Eigenschaften der Kegelschnitte 
erwähnen, die er gerade benutzt, ohne vorläufig zu unter- 
suchen, woher er sie kennt. 

Wir wollen unsere Mitteilungen über Archimedes' 
infinitesimale Untersuchungen mit der Schrift über 
die Quadratur der Parabel beginnen, weil wir in dieser 
Schrift ausnahmsweise erfahren, wie Archimedes von 
Anfang an zu seinem Resultat gelangt ist, und weil dies 
Resultat naturgemäss den Anstoss zu den damit verwandten 
Untersuchungen in anderen Schriften gegeben haben kann. 

Archimedes nennt den Weg, auf dem er zuerst die 
Fläche des Segmentes gefunden hat, das von einem Pa- 
rabelbogen und seiner Sehne begrenzt wird, mechanisch, 
weil er sich auf die Sätze von statischen Momenten und 
vom Schwerpunkt des Dreiecks stützt, die in seinem Buche 
über das Gleichgewicht ebener Figuren, das später be- 
sprochen werden soll, dargestellt werden. Die Untersuchung 
lässt sich kurz folgen dermassen wiedergeben: Nimmt man 
die Sehne A C (deren Länge wir a nennen wollen) zur 
Abscissenaxe und den durch den einen Endpunkt A der 
Sehne gehenden Parabeldurchmesser A G zur Ordinatenaxe, 
bezeichnen ferner a? und y die Koordinaten eines Punktes 
E der Parabel, y^ die der Abscisse a? entsprechende Ordi- 
nate ZL der Tangente CG im anderen Endpunkt der 
Sehne, dann ist — was Archimedes zuerst aus den da- 
mals bekannten Sätzen über die Parabel ableitet — 
a.y = de.y^. 
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ACG oder § des Dreiecks, das von der Sehne und den 
Tangenten in ihren Endpunkten begrenzt wird. [Bei der 
genaueren Ausführung hiervon denkt Archimedes sich 
die Parabel in dem anderen Endpunkt eines gleicharmigen 
Hebels mit dem Unterstützungspunkte in A aufgehängt]. 
Ungeachtet der strengen Durchführung dieses Beweises 
fügt Archimedes dennoch einen ausserordentlich hüb- 
schen geometrischen Beweis hinzu. Ist ABB FC das 
Segment und BD der Durchmesser, der die Sehne A C 
halbiert, so wird zuerst das Dreieck ABC in das gegebene 
Segment beschrieben, darauf die Dreiecke ABB und 




BFC in die abgeschnittenen Segmente, entsprechende 
Dreiecke in die neuen Segmente u. s. w. Dann ergiebt 
sich leicht, dass jedes Dreieck (wie ABB) in einer neuen 
Reihe von Dreiecken gleich ^ eines Dreiecks (wie ABC) 
in der vorhergehenden Reihe ist. Da in jeder neuen 
Reihe doppelt so viele Dreiecke wie in der vorhergehenden 
sind, so erhält man 

Segment ABC = [1 + i + (J)« + . . .] AABC 
= ^AABC. 

Der Beweis wird — wie in unserer Besprechung von Eu- 
klids 12tem Buche berührt wurde — als ein Exhaustions- 
beweis durchgeführt. 



^^«•abel ±ei,lsz±±&GljL auf ciox- iSi 
^■^-"^ l>ex*iiii.t:, 2a«.boi:i Tv^ix- in t 
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Der erste ergiebt sich unmittelbar durch eine Summa- 
tion der Glieder einer arithmetischen Reihe (Differenz- 
reihe), die sicher schon lange bekannt gewesen ist. Der 
zweite beruht auf einer im Hauptsatz 10 ausgeführten 
Summation der betreffenden Reihe. Archimedes findet. 



3 [/i2 +(2/1)2 + (3/1)2 + ... + (n/i)^] = 
(n -f 1) (/i/i)2 + /i(/i + 2 /i + 3 /i + . . . + n Ä). 

Der Beweis, in dem h^ 2/i u. s. w. durch Strecken 
dargestellt werden, lässt sich, wenn wir h als Einheit be- 
trachten und die gesuchte Summe der Quadrate s nennen, 
folgendermassen wiedergeben: 

(n-f I)n2=n2-f [(n-l)4-l]^ + [(ri — 2)-f-2]2+ . . . 

+ [2 + (;,_2)]2 4- [1 -f-(n- 1)]2 + n^ 

= 2 . s + 2 . (/i — 1) + 4 (n — 2) -f 6 . (n — 3) + . . . 

+ 2(n— l).l. 

Addiert man hierzu 

(n + n-l + n — 2^-,..^l\ 
so erhält man 
2 s 4- /i + 3 . (n — 1 ) + 5 . (n — 2) + . . . + ( 2 n — 1 ) . 1 . 

Dass diese Grösse genau gleich 3 8 ist, geht aus der 
Summation der folgenden Gleichungen hervor, deren Rich- 
tigkeit aus der Formel für die Summe der Glieder einer 
DifEerenzreihe folgt: 

/i2=n-t-2(/i — 1-f^ — 2-f... + l) 
(n — l)2=/i — l + 2(n — 2 + /1 — 3 + ...-f-l) 
(n — 2)2=n — 2 + 2(/i — 3 + /1 — 4 + ...-f 1) 



Diese Summation ist ein wertvolles algebraisches 
Nebenprodukt von Archimedes' Untersuchung. 
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Die beiden angeführten Schriften sind ausser durch 
die darin enthaltenen Flächen- und Volumenbestimmungen 
auch noch in anderer Beziehung merkwürdig. So liefert 
die Schrift über Konoide und Sphäroide, wie sich 
schon aus dem Angeführten ergiebt, uns Aufklärungen 
über Archimedes' Bekanntschaft mit den Kegelschnitten. 
In der Schrift über die Spiralen finden sich einige 
früher erwähnte «Einschiebungen». Zur Hauptaufgabe 
dieser Schrift gehört ausser der Flächenbestimmung auch 
noch eine andere infinitesimale Aufgabe, nämlich die Be- 
stimmung von Tangenten an die Spiralen. Dazu benutzt 
Archimedes, selbstverständlich unter der gebührenden 
Kontrole mittels des Exhaustionsbeweises, dasselbe infini- 
tesimale Dreieck, das jetzt für die Bestimmung von Tan- 
genten an Kurven benutzt wird, die in Polar-Koordinaten 
ausgedrückt sind. Als Resultat ergiebt sich, dass die 
Polarsubtangente r.d wird. Die Subtangenten in den 
Endpunkten der verschiedenen ganzen Umläufe der Spi- 
ralen erhielten — wie wir früher (S. 78) berührt haben — 
für Archimedes ein besonderes Interesse dadurch, dass 
sie geradlinige Darstellungen von Kreisperipherien sind. 

Die wichtigste integrationsähnliche Bestimmung, die 
wir Archimedes verdanken, dürfte jedoch seine Bestim- 
mung der Kugeloberfläche sein. Das Verfahren ist, wenn 
auch in einer anderen Form, ungefähr dasselbe, das in 
unseren elementaren Lehrbüchern benutzt wird, und führt, 
in Übereinstimmung mit dem Titel des Werkes, nament- 
lich dahin, dass Kugelzonen und die entsprechenden 
Stücke der Mantelfläche des umbeschriebenen Cylinders 
gleich gross sind. Von da aus gelangt man jedoch leicht 
zu anderen Bestimmungsformen und gleichfalls zu der 
Bestimmung des Volumens von Kugel, Sektor und Seg- 
ment. Da Archimedes ebensowenig wie Euklid irgend- 
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kugel ist. Der Beweis, der hierfür geführt wird, der 
übrigens in dem überlieferten Text nur unvollständig ist, 
lässt deutlieh erkennen, dass er erst gemacht ist, nachdem 
das Resultat auf anderem Wege gefunden worden war. 
Eine wirkliche Ableitung des genannten Satzes hätte da- 
gegen einen natürlichen Platz in demselben Zusatz finden 
können, den Archimedes mit Bezug auf die Kugel- 
teilung versprochen hatte. Ein solcher Satz über ein 
Maximum, wie dieser 9te, kommt nämhch stets bei den 
Griechen als Diorismus zu einer Aufgabe vor. Dieser 
hat im gegenwärtigen Falle darauf ausgehen müssen ein 
Kugelsegment zu finden, dessen Volumen und krumme 
Oberfläche gegeben waren, und diese Aufgabe lässt sich 
eben mittels der oben genannten Gleichung lösen. 

Nun findet sich wie gesagt der versprochene Zusatz 
nicht in dem überlieferten Text selbst, aber man nimmt 
an, dass er in einem anderen alten Manuskript enthalten 
gewesen ist, das von Eutokius, dem Kommentator des 
Archimedes, gefunden und im Auszuge wiedergegeben 
ist. In diesem Manuskript wird die Gleichung des Ar- 
chimedes mit Hülfe von Kegelschnitten gelöst, und aus 
der Gleichung werden solche Bestimmungen der Möglich- 
keit abgeleitet, dass ihre Anwendung auf die Aufgabe 
«ein Kugelsegment von gegebenem Volumen und gegebener 
krummer Oberfiäche zu finden» unmittelbar den Satz 9 
ergeben würde. Eben diese Lösung soll später mitgeteilt 
werden, da sie eines der besten überlieferten Beispiele 
dafür ist, wie die Alten die sogenannten «räumlichen 
Aufgaben» behandelten. 

Dass die Bestimmung der Kugeloberfläche in reichem 
Maasse Veranlassung zu weiteren Untersuchungen riebt 
hat sich also sofort in Archimedes' Schrift zu erkennen 
gegeben. Anwendungen in der Praxis oder auf andere 
Wissenschaften, wie die Geographie, liegen auch h 



Diese Urx2&±&i:M.<^^ :t:DnL<>^-^r^. c^a^iz be 

am höclist^r:» eit;^JJ.t;^. JE7jxi ^^niige) 

jedoch sch-on ii::^ ci^xori tJJrx^ stände, 
war, den Xx^jfci^J^ ^jxiä^x- inic^lxt a.1 

Fläche zu ^irx^xr ^^^±'t^ s^xim. ty^n-^clrkinGr 
nung von ^l>^x3.^xi J^JLM,c^l:y.^i:x ijixid. 
wenig entTV^i<3ls:«lt; ^w-ä,x-- HTxxci T*^ie 

wir nicht iiexit^i^-^rx ':r^,s-es, cioren 
übersichtlicl^efe "W^eise c3ax-sfcelIoxi la 
Nach ^^x-o2:iix3r:i «c3es' A^i^unsc 
Grab ein Monun^^J^^^ das ^ine 
schriebenen Cyrlind^^^ e^nt;2:iie^lt. J 

Cicero andox-tliall> Jafarfa"n<^^r* ^ 
Sicilien war. 



22. Archimedes' Lehre 

Die Regelrx f^^ <i-« «j«j 
annigen Hebels siraci ^^"^^^«t rr 
gewesen, aber t»öi iti-^«=*^ 



gründung. Vi^ir ^*^^ t»erx. -^ 

gendermassen ^wi^«^ ^^ ^^^ -cLiad 

punkte der G^wi^Jt^ ^^ ^ 
auf A C derartig t>«® 

Dann ist der ^^^^^ ^x^rdL, i» 

Rücksicht genorxiTXie 
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Die griechische Mathemat^'^* j^ .^^^ A^ 



0^ 



stützt wird. Der Beweis wird 
n den Hebel in einem Punkte 

AD:DC=P'. Q, 

seiner Verlängerung E und 
iD und CF=DC. 



/;-"• 



Wichtsverhältnisse zu ändern ^^f^ ^nn, oline fJf,/VAti^ 



Lssig über £'/), und das von Q i • 

rrvil*^»-» Tir /-v /^ 1 1 %»/^lr* ^nci rrr%-n rm.^^ ^"^ 



<^ewiclat 



vcy 



teilen, wodurch das ganze Oewicl.T^^""^^^S^^^ 



ttel- 



een cler 



S-;- . 



das G 

^^*nen so- 



über £'F verteilt wird 
ann Gleichgewicht statt, 
B unterstützt wird, 
ersten Buche seiner Scl^x-if-t 
ebener Figuren f ührt A r c Ix i ,^j^ , "^^ 
ohne jedoch eine kontirL\:ii^ 1 * ^ ^ 
i. Er behandelt zuerst d^n Ti^ ^^^^teilu 

surabel sind und sich also ^ ^^ -F^ 

ständen verteilen lassen, \XT-iri ^^^kt<o ^ 

austionsbeweises zu derrx lr»aii ?^ ^^irauf 
ensurabel sind. Er hat -wi^ ^bei", ^^ ^ 
Voraussetzungen aufgestaut, ^^'^^^^üch an 

it wird, und das sind hi^*^ ^* ^^rien der 
wicht oder für den M^a.n^^^ ^^ B^-^- 

leicharmigen Hebel. Mi^, j^^?; P^^^^^^ge^^ 
erden auch noch die Voj--» ^-^sicht anf ^^ 

Schwerpunkte ähnlicher jp- ^^^^^^gen ^^^^ 

d dass der Schwerpunkt if ^^^^ l^ornolo ^^"^^^^^^ ^^^' 
sich überall nach aussein ^'** "^gUr ^ ^^^^^gesteiit, 

dien muss. Wenn die iB^^^^^^^» ^vv^^^^^ ^"^"^^^ 
unkt eines Dreiecks de^^ "^^^^^ ^aV """^^^^'^ ^''^' 
n ist, mit denen das ;3, ^cl^ ^^ 

weitläufig vorkommen, q^ ^ ®^l:ili^^^~*~^^-^^t 

den ausdrücklich aufg^^^^^^^lit ^t^^ ^^ v,„« j^^ 

ufgebaut werden müssen ^^*-^n ^ ^-"^ -^^^-rauf a 




seiner 



\ 



22. Arofaim^d^s- ILolii-e vom Gleicbgew 

Wir haben bGJr^±±s ^^GGttGn, wie Arcl 
Sätze über (ileichg-ö Variola <; foonute^ iiat um die 
Parabelsegmentes z\Jt :GLi3.<iGTx. Sjpäter hat er 
Buche der Sclirift; üfo^jr dsts Gleichgewi 
Figuren denSchLipv^ex-x>i^^«^-^* G±j:tG8 Parahelsegmei 
Dieser Bestimmung llG^ti döx- S&tz zu. Grunc 
Schwerpunkte versoliijoclox:! Gir JRax-a.öeJsegmente 
messer nach demsolt>or:i X^Gjrbä^ltnis teilen m 
wird bewiesen duroii dlG&^lb^ T&il\^ng der Pars 
in unendlich viele i:>i-oioo-ko, <^i^ ir\ seiner «gee 
Bestimmung der Flä.Gl:tG cIgs Segmentes ^ (verg 
S. 180) benutzt wvtrdG. X>ei- unbekannte We 

stauten Verhältnisses JÄ^ßt; sioli nun finden 
legung des Segmentos ^4. ^ C7 ±n das Dreieck 
zwei neue Segmente. J^i^ dabei entstehende 
ersten Grades löst Ax-ohi rxi ^d^^ unter geometri. 
Es ergiebt sich, ^««^ Arobixnedes r 



Schwerpunkt kennt, när«lioh denjenigen eines 
Segmentes eines üixiax-el^«»^si>ax«boloid8. 1> 
nicht auf dieselbe Art ^of«x:»de« worden sex 
Schwerpunkt des Par^bel««^«-««*««' "Xr^n Fo^ 
mung nauss unter der eixao« ^*^"" ""frw^ Jex' 
geführt worden sein ^«f <3i- . ^^''^^''^Zirt^Z 
chimedes gekannten I»t«^r«*--«f»; "?Ji>t^°s , 
That abhängt. Archixxa e do« ""'J^^^^punfet fe 
klärung darüber, wie er diesen f^^;7^^ ^„ ^i, 
lernt hat, aber er nennt «»a *^^" j.^ ober Kör 
Malen im 2ten Buche seio^r fc>cn ^^ 
auf einer Flüssigkeit s c Ji ^«^ » ^»^ "^ 

- dessen im 7ten 
' Der Schluss des Beweises '®' '^i>a.res Missverstä 
des überlieferten Textes durcfa ^"'-», jjcbe Segm®«»'® ®'"' 
einem späteren Herausgeber a«*" *"" 

worden. 



22. A-rcfaimecles' I^e* 

^^erxaie<3ti.en ziu l>ess-fcirx3xaaera ( 
_A.i3p»Äratö konstruier* liat>exa vi 
HVTassen zvi loe-we^en. I>ie "VFa; 
Ztiea-- :Beson<3©i-e .Bedeutung e^* 

s<3l3.i<335:lioli.k:e>it dui-oii die w^ährei 
a-«.fecvis konstx-iaiex-ten JCMegremasc 
nedocfa di« Anwenduns^ des ^re«fl, 
lETlotte «.nz«z<ind«n, ei«e ^^beJ w 
xanmögrlioh ist. «i««« «^ i>^riibohsch 
:txsL± JVIi* grosser- JBewuxiderungr naj 

ei» "von itim konstruiex^tes mechani 
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vor >lpoiioni US 

Wir h«.l>en l>ereit« (S. 87) bei 
. 1^^« I>i-ol>lems, sowie 1 

aoe <i«l— ^*;^:\ Mittlere« Proper 



tion von =^^^, , ^ von Menächmu 
a.e3 dieaea ^«^^^^^^^e x^ittels der Sc. 

:,wei von den ^,a.».^^ ^^ = 

et i/ ==«? » 
1 «icbnittkux-ven zwischen ei 

^i^ er a.ls foobn ^^^^^ aarstellte In 

liiernxi* ward Iber j^j^^ weiss man, c 

Hersteimng ^'^^^^„j^recht auf einer Ei^eu, 
bra-nclxte, dx« ^^^^„^ch ElHP«««; ^«^ 
fläolxe B*'«'",*^! ^a.meo «Schnitt des sj 
perbel^ Selige« «nd stun.pfw.nfe 
reolxtwinkjl^^^^^ ^^^ ^^^ jedoch mci 

erlxielten. ** 
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Menächmus und die Mathematiker bis zu Apollonius 
ein Verfahren besessen hätten, das besonders zu der Be- 
stimmung von Eigenschaften solcher Schnitte führte, die 
senkrecht auf einer Erzeugenden standen, und nicht mit 
derselben Leichtigkeit benutzt werden konnte um nach- 
zuweisen, dass anders belegene Schnitte ganz dieselben 
Eigenschaften besässen. Von einem solchen Verfahren 
ist uns keine Spur in der griechischen Mathematik auf- 
bewahrt, und es dürfte, wenigstens was die Ellipse und 
Hyperbel betrifft, schwierig sein, ein solches Verfahren zu 
^u erfinden. 

Die Sache lässt sich indessen folgendermassen erklären. 
Für die Bestimmung der beiden mittleren Proportionalen 
liessen sich die Kurven verwenden, die durch die oben 
genannten Gleichungen definiert werden. Eine solche 
Definition musste indessen von dem. Postulat begleitet 
sein, dass die Kurven wirklich existierten, oder mit anderen 
Worten, dass die durch diese Definition bestimmten 
Punkte kontinuierlich aufeinander folgten. Das Postulat 
konnte vermieden werden, wenn sich eine, auf frühere 
Postulate gegründete, Konstruktion der Kurven angeben 
Hess, — ja in diesem Falle würde es sogar unstatthaft 
gewesen sein, neue Postulate aufzustellen. Die von Me- 
nächmus gefundene Konstruktion besteht eben in der 
Bestimmung der Kurven als Schnitte an Kreiskegeln: die 
Kontinuität der Kegelfläche ist dann sichergestellt durch 
diejenige der Leitkurve, des Kreises, und die Kontinuität 
der Schnittkurve wiederum durch diejenige der Kegelfläche. 

Für diese Verwendung ist jede Erzeugung als Schnitte 
an Kegeln gleich gut, ja um sich zu versichern, dass 
eine Kurve mit bestimmten Konstanten sich wirklich als 
Schnitt an einem Kegel erzeugen lässt, ist es sogar am 
bequemsten, wenn man eine gleichartige Lösung dieser 
Aufgabe hat. Dass dann namentlich die Lösung, bei der 
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zu lassen, den Schnitt senkrecht zu einer Erzeugenden 
zu legen und dafür zu sorgen, dass «das Stück bis zur 

Axe» ^ wurde. 

Dieselben Vorteile erreicht man durch die entspre- 
chende Darstellung der Ellipse und Hyperbel als Schnitte, 
die senkrecht auf der Erzeugenden eines spitzwinkeligen 
oder stumpfwinkeligen Umdrehungskegels stehen. Wir 
wollen dafür dieselben Bezeichnungen benutzen wie in 
der umstehenden Figur, und nur zugleich durch A-^ den 
Schnittpunkt von A P mit der anderen Erzeugenden T C 
der Figurebene bezeichnen, oder für die Hyperbel, den 
Schnittpunkt mit der Verlängerung der TC über T hin- 
aus. Dann findet man, wenn A P=a?, P^^ ==a?j^, wenn 

femer wie früher «das Stück bis zur Axe» oder AL = ~ 

L 

der halbe Parameter ist, und wenn A ^ 3^ == 2 a, 
1AL 



Diese Bestimmung (durch die Axengleichung) ist 

gerade diejenige, welche die ältesten griechischen Geometer 

in der einen oder anderen Foim (ihre Bestimmung kommt 

V^ V 

der Gleichung — — = -f— am nächsten) der Untersuchung 
xx-^ Z a 

der Ellipse und Hyperbel (je nachdem x-\- x^ = 2 a, oder 
x-^ — a?=2a) zu Grunde legen. Da die Konstanten der 
Kurve auf einfache Weise in der Figur dargestellt sind, 
so hat man in der That eine gute und bestimmte Me- 
thode diese Kurven als Schnitte an Kegeln darzustellen, 
also zu zeigen, dass sie für alle Werte der Konstanten 
Kegelschnitte sind. 

Hierbei wird jedoch vorausgesetzt, dass diese Kurven 
vorher bekannt gewesen und — selbstverständlich unter 



geometrischer JE*^ox-x:ri citix-<3ii 

dargestellt wox-cJ^n sjj^ci. W^as 

deutet verschiod^xii^/s 2:ij£^x-^i,tj^ ; es 
gelegen haben, ^iö aJs KZ^yllx^d^jrscl 
Hyperbel, und x:iaxr:i^xat;Ji<3-fa c7io 
wie schon angefähx-*, ^,1» -v^^x-T^exici ; 
von zwei mittlGirGi^ JE^x-ojpox-t^Jonalej 
durch eine andei-o <3rIöi<3l:ÄX:m^- t^e^ ; 
diejenige, wodurcli siö sLx:if Ih^xr^ -Ab 
I)ie Verwendbarkeit fax- ciie -KTo = 
mittleren Proportionalen Jiat; cJann 
gegeben, — um zix uni^ei-öuolxen, ot 
eine auf anderem W^eg-e toefeannte . i 
sein könne — die ux-sp>x-xin^lic?*^^ - ' 
Mittel, über die man verf ü^t^e, ^^^ ' 
metrische Algebra, unxizufox-naen. 
Axengleichung hat dann ^ejrade 
ziemlich nahe gelG^erx. Ei±Tx unnci:itte 
zwischen der AsymF>toten^l^i<^*^^''^ 
als Kegelschnitt ist al>öx- feanrn l:>^^ 

Das, was durch «^«^^^^^^ ^f^e 
genden eines Umdrehnn^s^^^^^^ o^ei 
das Mittel, jede Parabol, ^^^^^^^^^n^j^ 
eines Umdrehungskegel ö ^^^^^^i^^ebrt 
sah man zugleich, dasö xxtjc^^ EJIÜI 
gebrachten Schnitte ^^^'^^ " lioh c 
sind. Es hat zugleich """^^^ndere 
entgehen können, dass ^^^ ^^InJ-t^^^ 

keine Rolle bei dieser «0=*^^ ixxun^^^^ 
Jedenfalls hat dieselbe -^^^^^'^t.oz-h^"^' 
wendbar gezeigt, sobald man ."^^^^ 25U :t 
nach anders belegenen S^hxai ^ ^^j^rif*- 
wir bestätigt in Arch i m f ^ ^:^-cm^ ^^ ^ 
Sphäroide. Bereits die Ei»^^^ 
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dass man sogar vor seiner Zeit wenigstens alle elliptischen 
Schnitte an geraden Kegeln kannte, und im Verlaufe 
seiner eigenen Untersuchungen werden sogar gewisse ellip- 
tische Schnitte an schiefen Kreiskegeln betrachtet, näm- 
lich solche, die senkrecht auf der Symmetrieebene des 
Kegels stehen. Archimedes löst die Aufgabe, die nach 
unserer Ausdrucksweise heissen würde: Bestimmung der 
cirkulären Schnitte an einer Kegelfläche zweiter Ordnung 
mit bekannten Hauptechnitten. Da Archimedes bei 
den vorliegenden Aufgaben keine Verwendung für hyper- 
bolische Schnitte hat, die auf die angeführte Weise liegen, 
so darf man aus seinem Schweigen nicht schliessen, dass 
er sie nicht gekannt habe. 

Archimedes erhält sogar Gelegenheit uns das Hülfs- 
mittel kennen zu lehren, wodurch man die planimetrische 
Bestimmung ebener Schnitte an Kreiskegeln fand. Die 

Figur möge diejenige sein, 
in der der Kegel von seiner 
Symmetrieebene geschnit- 
ten wird (oder, wenn der 
Kegel gerade ist, ein be- 
liebiger Axenschnitt), TL 
und TK die in dieser 
Ebene liegenden Erzeugen- 
den, LK die Spur der 
kreisförmigen Grundfläche. 
Die Beschaffenheit des ebe- 
nen Schnittes, der in iViV^ 
projiciert wird, ergiebt sich 
dann durch folgenden planimetrischen Hülfssatz: wenn 
die Geraden NN^ und MM^y welche die festen geraden 
Linien L T und TK in M und AT, und in M^ und iV^, 
sowie sich selbst in P schneiden, ihre Richtungen nich^ 








x:^ ^w^ixTcJ^ sc> ist; 

"^^i^ci <3.s^&. is-fc öl:>^x:i die Eigensc 
El^ilijp^^ oc3^x" H3^;p>^z-fc>^I diarakterj 
X>^x- Irii^x- t>^r:i TJ fcÄ<;o ;pl^niinet 
l^^i.xixi-t "v^ox-^i-xis^-^s^tizt;, ist äJäto ^ejf;/ 
lo^xü.xntzi'fc. "word^ra xjm <iie Eigens^ 
^l>25Til^i"t^xa . lE^i- ^ilt, rka.cli dem §, 

d^rüL ^wixr sj>ä"fc^xr I:>esj>x-ecl3en Trei-c/^ 

xxrid -^V^i «-vif ^ir^em loGliGbigen ic:ef 
ixi o d ^ s IsioriXiiiö dc^sln^lb in der 

diösori «,xaf . ^sty^z, dieselbe Weise / 

dos J^er^aolaxri xis ^^Gsentlich dari 
E^llip^sö xind üj^perbei sich ais 
liosson, so laaben wir damit c 
ixxüsson, dass diese JiCurven Trer 
unl^orsxaolai^ -i?\rorde?n waren, ziamen 
dem doli sollen l^x-obJem und au 
sofa^^Ä^n, dio jotet dt7rch ihre 
d«,x-Äest>elli^ woz-don. Diese AnnahD 
dvix-oh don CJmst^inci unterstützt, 
o:ohondon üxitox-öuebungen bei gri 
5io ryleinlTX^^^^^^'^^^'^ Haupteigensc 
^'^ ü^x-stolli^«^ «^« l^egeiscLnitte 
7^ OxTxrxdo ^^I^^* werden. Sie 1 
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erklären, dass die Lehre von den Kegelschnitten gleich 
nach Menächmus sich so rasch bei den Griechen ent- 
wickeln konnte, wie es der Fall war. Das Interesse für 
diese Lehre musste dadurch wachsen, dass man bald 
wahrnehmen musste, dass die Kegelschnitte sich nicht 
nur wie von Menächmus für die Konstruktion der beiden 
mittleren Proportionalen verwenden Hessen, sondern auch 
bei der Lösung von vielen anderen Aufgaben, die man 
vergebens mit Hülfe von Zirkel und Lineal zu lösen ver- 
sucht hatte. Zu dem Behufe musste man die Kegelschnitte 
als geometrische örter benutzen, als «räumliche örter», 
wie man sie damals nannte. Das Gewicht, das man auf 
eine solche Anwendung legte, zeigt sich dadurch, dass 
das älteste Werk über Kegelschnitte, das angeführt wird, 
den Titel «räumliche Örter» hatte. Es rührte von 
einem Mathematiker Aristäus her, der ein älterer Zeit- 
genosse von Euklid war. Dass der Titel dieses verlorenen 
Werkes wirklich eine besondere Bedeutung hatte und nicht 
nur ein Name für die Lehre von den Kegelschnitten im 
allgemeinen war, geht daraus hervor, dass die bald nach- 
her erschienenen Bücher über Kegelschnitte von 
Euklid die räumlichen Örter des Aristäus ergänzen 
und nicht vertreten sollten. Mau fuhr sogar fort diese 
Schrift neben den Kegelschnitten des Apollonius, 
welche diejenigen des Euklid vollständig verdrängten, 
zu studieren und zu benutzen. 

Der Gebrauch, den Aristäus wahrscheinlich von 
den Kegelschnitten gemacht hat, und den man in weiter- 
gehendem Maasse gemacht hat, als die Lehre von den 
Kegelschnitten durch Euklid und Apollonius weiter 
entwickelt worden war, wird sich am besten verstehen 
lassen, wenn wir aus dem grossen Werk des Apollonius 
gelernt haben werden, wie die Alten diese Kurven über- 
haupt behandelten. Aus diesem Werke werden wir zu- 
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gleich, wenn wir besonders darc 
welche Fortschritte man Apollo n 
eine Vorstellung von dem gewinn 
Darstellung enthalten haben miae 
nur bemerken, dass sich aus A.ir< 
kennen lässt, dass dies nicht so 
kann; denn die Sätze über ICe 
me^des als bekannt voraussetzt, 
verlorenem Werke zu finden go^ 
man nicht nur die bereits angofül:. 
schnitte auf ihre Axen haben fii 
daran angeschlossene Bestimn:i-ctr\^ 
gierten Durchmessern und Asymp> 
entsprechende Beziehung auf z^w^oi 1 
und die bereits dem Menäcln.m 
auf die Asymptoten; endliclx stxxol: 
Potenzsatz. 
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Aus ApoUonius' grossorxx ^ 
schnitte kennen wir b.a.\ax>t,ssLolcxllc 
von den Kegelschnitten, so -wio ^w 
metrie aus Euklid kLei-xnerx. X^o 
ehern über Kegelschnitte slrxd "cltxs i 
geblieben, die 4 ersten eL\x± O-xrieoViife \ 
eine arabische ÜbersetzTxrig. lZ>ie 
halten das, was man <lio Eilexxiejx ' 
Kegelschnitten nennt, <3Lsts Yueisst 
gende Darstellung dor I3La.\a.x>tel! 
schnitte, die man zxxxio. A^Tisgangsp 
wohl für die Anwend-iarxg <3.e^xr Lelcnre 
auf die Lösung von KLorxst^irAiLlsLt^ioni 
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lieber örter, als auch für weitergehende besondere ünter- 
sücbungen einzelner, die Kegelschnitte betreffender Fragen. 
Die folgenden Bücher dagegen enthalten hierher gehörige 
Specialuntersuchungen. Das fünfte Buch, das über Nor- 
malen an die Kegelschnitte handelt, ist zugleich das vollstän- 
digste erhaltene Beispiel für die Anwendung der Kegel- 
schnitte auf Konstruktion, nämlich auf die Konstruktion 
von Normalen, die von einem gegebenen Punkte ausgehen, 
und für die an eine solche Konstruktion angeschlossene 
feinere theoretische Untersuchung. 

Die allgemeine Kenntnis, welche die Alten von den 
Kegelschnitten hatten, lernen wir jedoch zunächst und 
vor allem aus den vier ersten Büchern kennen. Bei 
diesen wollen wir deshalb so lange verweilen, dass wir 
nicht nur einen Überblick über das zu geben vermögen, 
was die Alten über die Kegelschnitte wussten, sondern 
es auch verständlich machen, dass sie wirklich Mittel 
besassen um so weit zu gelangen. 

Zunächst müssen wir dann sehen, wie im episten 
Buche die Grundmauer aufgeführt wird. Geschieht dies 
auch mit einem anderen Ausgangspunkt, als der von 
Apollonius' Vorgängern benutzte war, so sind doch, 
wie sich aus seinen Vorreden ergiebt, die einzelnen Sätze, 
aus denen diese Grundmauer zusammengefügt ist, zum 
grossen Teile dieselben, die auch seine Vorgänger kannten 
und anwandten. Was die Hyperbel betrifft, so zeigt sich 
jedoch in diesen Sätzen der bedeutende Fortschritt, dass 
Apollonius, wenn er auch die beiden Äste der Hy- 
perbel «zusammengehörende Hyperbeln» nennt, dennoch 
diese Äste als eine einzige Kurve behandelt, und 
dadurch die Gleichartigkeit in den Sätzen über Ellipse 
und Hyperbel erreicht, die nur auf diesem Wege mög- 
lich ist. 

Der neue Ausgangspunkt besteht darin, dass Apol' 



s^^. 



I>l4 



KZ^^^l^^jj 



nilte 



des 



oniiaSj 



St^tt ^C3l> 



4* 



t>OSfl 



einer 

gebraclit 

belieb! 

welches boT-uxtsst-- 



i::iitt^ 



t;e 



r:iL 



^'^^^^ n^ci ^ 1:1 , 



X^^x^-^ 



u footiacif^ 



eji 



^w^i-c3 «irrx 01x10 so;<:-i, *^^' 

ist ^irii^-' x^:^^^»*-e^ 1 T ^^ i ^^ , '^e 



^i< 



eine 



^/es. 



Syßnmeti'iee5t>^n:^ c3e^s XCTo^^^is ^u unte ^^^^^^ 
aber dio ;t3lfi.x:iix:rx^t^x:-is<^Jio Ei^ensci^ n^^^^^' ^i 
Es wird ciixx:»x:i x:iic3l:ifc x:n^Iix- cUeJemr ^^^^ 
gedrückt ^w^xi~c3^ <fi^^&^ nr^^^n cIgii Ke^ffi * 

<3io lx^ll>exi ^tigehöri ^-^*^ ^^'^ 



<^/e 



7ea i 
auf I 



Reinen Aicem 1:1 rxd <ai^ lx^ill>exi 

naten b^2^iolii;, sonciöx-xx cJ lejenjg-o^ 

Weise erfaMlt, ixxdorxx nrx^xx 

liebigen Di.xirohxxno^sox' 1:1 rief 

muss man f osth^i^ltoxx, TVexin znan cfejj 

über den O^ng cio3 J5uclxes erhalten wUL Von d 

suchten ICuirir-oix ist os ^nfan^^ jj^^j, bekannt ^ad 

dieße Eigen schifft bosit^eix fia Bezug auf einen 

Durchmesser ux^d ^in da^u ^ehori^es Sehnen 



^^^^^13 bezieh 



eini 

im allgemeinen einen ^ciiieren Winkel mit dem n 
messer bildet. Ersfc irx^ weiteren Fer/aufe der Darstd 
sieht man, d£L©ö sie dieseibe ^ig^enschaft besitzen iij 
zug auf unendlich viele i:>urchEneeser, und am S^hi 
des Buches wexden endlicJi solche Durehmesser ] 
die eenläirecJit auf ihren Sehticn stei| 
dcvsB die iturven, wenn man sie auf 
sich als Scbnitte in t/n7dreJ2ungöt: 
lassen- Erst dann ist dio Identität der 
behandelten Xurven mit den bereitfl 
Ke^el schnitten voUkömmen diu gethan. 



struiert, 
und gezeigt, 
hezogGn hat^ 
hineinlegen 
Apollonins 
mten 



bekam 



I>iese 



letzten 



Heeultate machen also daß Ziel 
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das Apollonius während der Aufführung des ganzen 
ersten Buches vor Augen gehabt hat. Während des 
Aufbaus ist er jedoch teils genötigt gewesen, teils hat er 
sich die Gelegenheit dazu verschafft, viele Eigenschiaften 
der Kurven darzustellen, die in den späteren Büchern zur 
Verwendung gelangen können, oder die es an und für 
sich wert sind, dass man sie kennen lernt. So wird die 




Lehre von den Tangenten und ihrer Bestimmung mit- 
genommen als Einleitung zu der, für den Hauptzweck 
des Buches notwendigen, Lehre von den Durchmessern 
zu parallelen Sehnensystemen. 

Will man sich eine Vorstellung von den benutzten 
Arten des Verfahrens machen, so geschieht das am besten 
durch Vergleichung mit der, in der jetzigen analytischen 
Geometrie gebräuchlichen, algebraischen Umformung 
der Gleichungen in die neuen Formen, die man durch 



--J 



2^. ryiG ICG^Glsclinitte de^ 



Beziehung axif riOi:io IKIooT-cLlneLtenBy^^ 
taupt mit dor:^ st 1 ^ ah retischen q ^i 
lytischen Geoin^t>x-£o. lyiGse werden ^ • 
mit Hülfe <3oi- ^Goud^tJ-i scheu ^^ 

I^ie Brauchbarkeit. dlG&GX- liierfür ^jj.^ , 

kennen, wenn Tr^strk dio S^ometrisol^Q 
<ier Apollonius <iiGJGix±sen Gleichnu; 
schnitte darstell to, die er aus iirer x 
ableitete. In diG&GTx GrlGicbungen y^^j, 
gesagt, auf GiixGiiL JOurcbnaGSser und 




halben Sehnen als Orainaten bezogen 

messet 2a eiixer Elüps« ""^^"L^^^ll 

GiöVine. üass aar 
einer dazu gehörxgen. toexxxi« 

in einem konstarxte» Verlxältnis ^^ 

n <ia,s Ändet seinei 
AC.Cß stehe» soll, a^ ^xif A B d 

dass man in >^ "»^^ ^^^ ^er erst 

und CF erriclitet., ^^^ „r^vt zvrißc^ie 

Ist dann F dex: »«^^^^^'S^ lern ^ 

muss das Q\ia<i^^*' "^^ p ^ 

sein; denn C ^ ^^ 
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mächt also den geometrisch-algebraischen Apparat aus, 
durch den man dasselbe darstellt, was wir, wenn C JD=y 
und AC = x^ ausdrücken würden durch die Gleichung 

Man sieht, dass die dargestellte Grundeigen schaft 
dieselbe ist, die man vor Apollonius kannte (und die 
man deshalb mit Unrecht das Theorem des Apollonius 
nennt). Die Darstellungsform stimmt durchaus mit den 
gewöhnlichen Formen der geometrischen Algebra überein. 
Sie hat jedoch eine besondere Bedeutung dadurch erhalten, 
dass sie den neuen Benennungen zu Grunde gelegt ist, 
die Apollonius den Kegelschnitten geben musste, nach- 
dem die Bestimmungsmethode, an welche die alten Be- 
zeichnungen sich anschlössen, aufgegeben war. Die Fi- 
gur, die benutzt wird, ist nämlich dieselbe wie diejenige, 
welche, entsprechend der Umformung der Gleichung in 



r 



=pa. + -a.^ 



ausdrückt, dass das Quadrat ^^ an die Strecke A E=p 
so angelegt ist, dass die Seiten des mangelnden oder 
überschiessenden Rechtecks sich wie p :2 a verhalten 
(vergl. Euklids 6tes Buch). In Übereinstimmung mit 
den bei der Auflösung der Gleichungen zweiten Grades 
benutzten Bezeichnungen wird die dargestellte Kurve selbst 
Ellipse oder Hyperbel genannt, je nachdem das Rechteck 
EF mangelt oder überschiesst. Ist weder ein Überschuss 
noch ein Mangel vorhanden, so hat man eine einfache 
Anlegung des Quadrates y'^ an ^. Die Kurve^^ ^^^^^^ 
hat dann denselben Namen Parabel bekommen, wie die 
einfache Flächenanlegung. 



Man sieiat, €DisL&& c^xg ^goz 

dieselben Dienst;^ l^l&t^^-t^, wi^ 
analytischen Oo<3rr:i^tx-i^. "Wie 

Schaft einer JCux-v^ ciuix-c^ii o. ' 
ausdrücken, so tv^jx-cI i3i^ b&j 

Pigur dargestellt. X>«,ci tix-cii c: 

winkelig zur At>s<3ifiPs^x:i^:2s:^ S^^ 
Ordinaten diese urit^^x- sc^iiji^jftex:! 
sie eine gewisse CTnä.biaax^^'i^gj-Jäir^i 
Untersuchung sie t>^xi"u.t>^ti tv^^x 
algebraische GIgIgI^^^^'^S ci^xr JF i 
mit Bezug auf a? x/st^, ^fc>^xxs<3 ^v^ 
die in den Elemexxi^öxx zxxx- JE:>ä.x i 
Gleichung zweiterx <3rx-a.ciejs l> 
«Kurven von zweit^x- Ox-cixxxxr^g 
sich daher als so ge^oi^rx^t; fxxx- 
erwiesen. Dass cLies^ seifest; exe i 

Form giebt, hat jecLoolx V^cjx-aixlf 
Kombinationen <ie>s geoxxiö"fcx-isc! 
Gegenstande der goorxxot,x-is<3lxe 
analytischen Geoxn.e^'bxrio forrxei" 
solange diese geoncxotTrlsoln-O IFr-a. 
aufgaben verwandLoXte - Xixx Ow^i 

antike Behandlixng et-w^as m^^ 



nutzung der aneLly-bisol3.en CBlec 

geometrische Bea.evi.i;TXXxg A^^ ^^^^ 

nicht vergisst. 

Wir können aWoTT^irx^s Uiei 

Umformungen aox: ^^^^^ ^^^^ 

Gleichungen ^T"" ^^H^XX.^^. gel 
und nach 2.1a a.om *^^^ , . ^^ 
des Buches ^---^^^^"^ ^^S n;. 

sowohl hier ^^^ ^^^ 
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im 3ten Buche spielt. Ein Kegelschnitt mit dem Mittel- 
punkt C und den Durchmessern CE und CB wird als 
geometrischer Ort für solche Punkte H betrachtet, dass 
das Viereck CMHT, welches begrenzt wird von 
diesen beiden Durchmessern, von der Linie H My 
die den von CB halbierten Sehnen parallel ist, 
und von der HT^ die den von CjE" halbierten Seh- 
nen parallel ist, einen konstanten Flächeninhalt 
erhält. Für uns ist dieser Flächensatz allgemein gültig, 




sobald wir die einzelnen Teile eines uneigentlichen Vier- 
ecks, wenn ein solches vorkommt, nach gewöhnlichen 
Regeln mit Vorzeichen rechnen. Apollonius dagegen 
muss ihn in mehrere verschiedene Sätze zerlegen, deren 
Zusammenhang er jedoch offenbar vor Augen hat. Die 
Anwendung, die Apollonius im ersten Buche von diesem 
Satze macht, wird man verstehen, wenn wir darauf hin- 
weisen, dass der Satz zuerst aus der Gleichung abgeleitet 
wird, durch welche die Kurve auf den einen Durchmesser 
und seine Sehnen bezogen wird, und dass er darauf auf 
entsprechende Weise zu der Gleichung führt, wodurch 



2df. M:>±& t^c^s^lscttuitte des Apo^^^ ^ 

die Kurve auf d^n sliolk^Lgjtgtx Di^irchraesser ^ 
bezogen wird. " >^^ 

Aus dem ox-si;en IBij.die wollen wi^ ^^^ 

Stimmung dex- IT £l i:l ^Gjrt ten erwähnen. -^^jC 

chung der Kurvo JsK^xxuxant; es bei dieser d^^ ^^^ 
einen Punkt (o?^, ^O clor- JKTui-ve Gine Geiad^^^^ 
dass jeder andere JF^uxils:* O?, ^^ von dieser ^^ 

i/^ -.-.. y'^ 



genügt, worin für die i'ax-abel ^^ mit O vet<>^ 
Apollonius zeigt, cJass dies für die EllipBC v 
erreicht wird, wenn die Tangente nna die 
Punkte {x\ /) den üurcfamesser harmonisc 
Bezeichnung harmonisch is* jedooti neuere 
Der Beweis ist etwas zu ^«i*^^"^^; ^^^J^ 
zu werden. Dagegen lässt^ ^!^? der^'p'a.rab« 
eine, von einem Rixxikt:^ C-^^ » ^. -.^^ jixi J 

zogene Gerade, welche die? A-"fc>sox©s ^.^-j^ ^^^ 
trifft, Tangente der X>ax-atooX ^^^^^ Pnxxkt 
Weise wiedergeben. Is-fc C^^» ^^ 
so wird ,*a 

Da man nun dmrol^. TEi"^^ <3.xösseii 

Proportionale zi?vT.sol3-e>rx^ ä^ YX'th^«^^®'*^^®^^^ 
Mittel) kleiner ist. al-S ^^^^ "^ 



a? X 
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Wenn «> ^^/^^J^* orkennt, wie gut und voU«tändig 

der Grund x^ „^^«o ^^^^t""' '"^"^ ^°^^« ««l^g* H^ 
versteht mar^-^^Bo «a^h^, ^, ,, ^j^^ ^^ ^^^^^^ ^^^ 

den ubngerx »^^^^^ «o hoch erheben kann, namentlich 

r T r^^i'^gek '"^ ^^'^ ^"°*^«- Wir müssen uns 
hier damit ^^f ^tii^' ^^^ I'^halt dieser verschiedenen 
Bucher m «-^^"^"^„^^ anzugeben. 

Im 2tö*V_^ d kor.-i^^"'^^" ^'^ Haupteigenschaften der 
Asymptoten ^^^ J^^3^gierten Durchmesser auseinander- 
gesetzt^ ^^^^„ auoU ^^««"^-«-gehörenden Ästen einer 
Hyperbel --rX^deae^^^^^J^g-'te Hyperbeln betrachtet, 
die m versolo.^ ^^^ Wx..keln zwischen denselben Asymp: 

Es we 7'" ,^^«lich ^^'^^««- -«> gl-cl^er Länge haben 
Es werden .^^ echueiaT''^ ^'"^ Durchmessern, welche die 

hZrd^Ji^— "na; ^^ ':t^' ^ -^ ^^- 

Hpm «,. ^^-.^ ^«J^eeliiecq ^"^ ^^*^* benutzen. Ausser- 

und Asymp-«:> ^^ A^c^J!' **^'"^*^'^ ^^ Konstruktion von 

mit dem ^^-^rh-^-^o^l^t MMet ff 7" ^^"^^ 
sich auf diS ^"°'^*« <i^^l''' '""" '"^^^^ ^ä*^' ^«1«^« 

wir^ H., or-:fc^*="^ ^®**^nn*^^''- ^^ Ableitung dieser Sätze 

I in wl?^^""'^^^ -ine ^^^^?^,--^^ - «-de gelegt, 
aer m ^^^ gierte ö^^^^^ Beziehung der Kurve auf zwei 

d^ \r':':s^ T^'^, ^-Srr '^^^^"*- ^^«^ ^«^-"*- 

d^auch^^** ^''^*'**^^. Ausgangspunkt für den Beweis 
des auch ^ _ aenrv <ii««^^« gekannten Potenzsatzes ab- 

nh^r Pnl -»^:"^'^^ ^*J^e ft Richtungen. Die Hauptsätze 
k^lJ \x<^:^ ^^^eu^^*"^^" "^'^ ^'^«^ vor. Endlich 

z:n X- ^-^^^^^s::ir y''-'-'''- '^-' 

*^^el vor, die man jetzt pro- 



24. 



Tyi& 



jektivisclie 
liebige Punkte 
entsprechendexi G^^^ 
bestimmt, dass si^ 
gezogenen Parallele x^ 
welche ein Rechtecfe 



Scheitel ^=^ 

xiexxrxt.^ j ^ der Kui^^^^^ 



ei 






zu deti 








Man sieht leicht, dass ^1^^ .^«^enia^ ^^^ 
und wenig übersichtlich werd-^^'-^^^^t 's/^^^' 
perbelast aUein für sich be*x-^^^ ^ixÄ^^®^ 
deshalb, dass Apollo nius' ^^^ xtt,^^^^^ "^^^ 
Kurvenäste namentlich seinertJ ^^ ßel^^^^ 



liehen Vorzug vor der 

Gegenstandes verliehen hat, '^"i^^t»^* 

in begrenzterer Form vorher .^. ^^ri d^^ 

Eine andere Reihe von ^^ ^^e» ^^^ 

hält die einfachsten Bestimr^^'^^^^ 
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Benutzung der Berührungspunkte, namentlich von Tan- 
genten an eine Hyperbel als denjenigen Geraden, die auf 
den Asymptoten vom Mittelpunkt aus — und von Tan- 
genten an eine Ellipse und Hyperbel als denjenigen Ge- 
raden, die auf parallelen Tangenten vom Benihrungs- 
punkte aus — Stücke abschneiden, die ein Rechteck von 
konstantem Inhalt bilden. Tangenten an eine Parabel 
werden als solche Geraden bestimmt, deren Schnittpunkte 
mit festen Tangenten gleichzeitig proportionale Strecken 
durchlaufen. Diese Sätze erklären das Ziel, welches zwei 
kleinere Schriften des Apollonius über den Verhältnis- 
schnitt und den Flächenschnitt verfolgen. Die Auf- 
gaben: «von einem Punkt aus eine Gerade zu ziehen 
die auf zwei gegebenen Geraden von gegebenen Punkten 
an Stücke abschneidet, welche in einem gegebenen Ver- 
hältnis stehen oder ein Rechteck von gegebener Fläche 
bilden,» hat er in diesen Schriften mittels der geometri- 
schen Algebra gelöst und — wenigstens in der erhaltenen 
Schrift über den Verhältnisschnitt — mit einer fast pein- 
lichen Berücksichtigung aller Einzelheiten diskutiert. Die 
Lösung dieser Aufgaben mittels Zirkel und Lineal liefert 
in der That, gemäss den erwähnten Sätzen des 3ten Buches 
übiör die Kegelschnitte, die Bestimmung einer Tangente 
von einem gegebenen Punkte an einen hinlänglich be- 
stimmten Kegelschnitt. 

Noch ein bemerkenswerter kleiner Abschnitt ist in 
demselben dritten Buche enthalten, nämlich eine elemen- 
tar-geometrische Behandlung der Lehre von den Brenn- 
punkten der Ellipse und Hyperbel. Die Lage dieser 
Punkte F und F^ auf der Hauptaxe AA ist, wie 
angegeben wird, dadurch bestimmt, dass das Rechteck 
AF.FA^ gleich \ ap sein muss, wo 2 a und p die Länge 
der Axe und des Parameters bezeichnen. Mit Hülfe der 
eben genannten Bestimmung von Tangenten an die Ellipse 



2-*. JD±& IC6selscJ3i3 

und JIyjpGxrlc>&± exr^iet>t; jsicln dt 
die Taxiisenft-fc^xi ±n ^.^i xind -^ ^ 
gente atosclixi^xci^xi, -von .^^^ uxi< 
ten Winkei ^^^^lz».G)i:k -w-ix"<ä, tvoi: 
leicht zii ^x-xr^x<3li^xi sJ.Z3.<3. TCTbi 

rabel filn<i«st; sicst». xxxex-fe-wxärciigr 
nius. r*a.i>r>Txs' üixlfssätz© j 
Euklids la.ssexx J^docli verxnu 
weise ^v^eni^stöxas scjlxoxi dezxi I 
Im 4f-t.GXX .Buelxe Tvxi-ci die 
der Schnitti>xxnfe:t;e z-svieclxen zw- 
Hier giebfc ^^i>c»llc>nxus in de 
dass sein persönliclaer Fortschj 
beide iLst© <ier H^^F'erbel beste 
eine Haoxp trolle sjpielt. ^ej f 
über die Beharxcilung^ rauinJ2cie 
werden wir genauer iib^r das 
Buch handelt teils über «ixiii 
enthält es einige Erweiter«x.^er 
genommenen Konstrnktaonez. vc 
Kegel^cWtte. ^^^^ ^^^^^^ ^^.^ 

inserier ünrolxniesser. von der 
Ts^ N^naentlieh ^ommen 
J^ .>« der Inhalt desjenig 
vor, dass J^^^ „vierter Durc 

perbel I^«^.?f "" liegenden Sehr 
.wischen .b-en ^J^f ^^^^, „^ 

ist. ebenso wi ^^^h^essern 

^^^dfeTunlS^-» sieb nicht al. 
wo die * u»'^ ^aer Minimalwe 

gegeben wnci. 
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Diorismen der Aufgaben enthält, die in dera jetzt ver- 
lorenen 8ten Buch ihre Lösung fanden, so müssen diese 
Aufgaben darauf ausgegangen sein solctie konjugierte 
Durchmesser zu finden, für welclie diese Funktionen ge- 
gegebene Werten haben. Die Ausdrücke, welche im 7ten 
Buche für diese Funktionen gefunden sind, haben sofort 
die für die Lösung der Aufgaben erforderlichen Glei- 
chungen geliefert. 



25. Räumliche Örter und Aufgaben. 

Der ursprüngliche Zweck der Lehre von den Kegel 
schnitten bestand darin, wie wir bereits angegeben hal^n 
geometrische örter herzustellen, die sich b * rl 
solcher Aufgaben benutzen Hessen, bei de /r' Losung 

und der Kreis nicht mehr ausreichten a ^^ ^^^^de 
sich mit Hülfe der Geraden und des Krej !^^^®^» ^'^ 

heissen ebene Aufgaben, und Gerade ^a ^^^^ ^^^^^^> 
als geometrische Örter ebene örter t -^^^^is heissen 
tum nahm man an, dass der let^t^ späteren Alter- 

** wv5 Von r\ ' 

der ursprüngliche sei und daher rühre d ^^sen Namen 

Linien ursprünglich als in einer Ebene r ^^S^föhrten 
werden. Es ist jedoch genau eben g ^^^^^^ bestimmt 
dass der Name eben ursprünglich g^^j ^ ^^^^^heiulich 
gehört hat, die von Gleichungen von bö vT^^ ^^%aben ' 
Grade abhängen, also in der geon^^^^ ®^^8 dem zweite 
der Ebene durch Relationen zwischen pf ^^^^ Algak .^ 
werden. Ist das richtig, so hat der \t ^^^^^n d ^^ ^ 
Aufgaben* ursprünglich solchen 
chungen 3ten Grades abhängen 
zwischen Parallelepipeden dargestellt 



in 



^^^^gestellt 



chungen 3ten Grades abhängen viti^ ^^*» die ^^"^ 



örter» bezeichnen solche 



>ra 



Heia 



geometrisoi^^'^^^n. .^^^^iotx^ix 
schnitte sind. Man darf annehn^^j^ ^ ^W ^^^che 



^ss 



die 
^iese 



Kegel, 



2ö. Ft.£Lv:a^x3aJid:kG Ortez 

daher rührt, <3^a.Be s±g ±xi^ <3±e JLö < 
gaben bestimmt -v%r£t.x-&x:t . J^ez-ef; 

naiim man jecJocii ^n, <3^se vo '■ 
liehe örter der ä,lti&jtr& s&± tiad 
Definition der JEC^eg-eJsoii^i*^© lierj 

Leider ist ciie ScbTrlfti des A.j 
schnitte namen tlicb slIb ^eoznetrisc 
sein sollen, ^Gx-loirexx ^G^angeo, 
von späteren Weriren, in denen 
ßa jedoch Apollo nixis' Lehre 
denselben Gegenstand von einer ' 

^at, so lägst sicli daravis schließ 
Orter» man gelcanat hat oder , 

können, sobald in einer Avifgetlye , 

Bereits aus Apolionius' erstenc i 

dies nicht nur der Fall gewesen 
gegebene Linien sich sofort als 
oder dergleichen ergaben. Xtn X^^J 
die Kurve auf zwei nioixt konj 
^ogen. Das dritte Buch f äi»rt 
durch seinen eigenen allg^naeinf 
«»Wh, dass Apollonine ausdr« 
benutzt werden soll. Seine besoi . 

™ng der beiden Hypex-t^el^s*^ 
^ngsart soll nämlich naoh seir 
Mangeln bei der älteren ^esti«: 
abhelfen, unter diesen Ortern 
W zu drei oder vier <3-era<iera => 
"'; Geraden ist diejenige lC«rv€ 
"»d «, gemessen auf Schief«» ^*=*' 
die Abstände eines Punktes von 

zeichnen und k eine Kons*«»*® *= 

chung 
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dargestellt wird. Der Ort zu drei Geraden wird auf ähn- 
liche Weise durch die Gleichung 

dargestellt. 

Ältere, nicht ganz vollständige Beweise dafür, dass 
diese örter Kegelschnitte sind, muss Apollonius als so 
wohl bekannt voraussetzen, dass seine Leser, ohne dass 
die Beweise wiederholt wurden, sehen konnten, dass sie 
durch sein 3tes Buch vervollständigt wurden. Dieses Buch 
muss also die Voraussetzungen vervollständigt haben, auf 
denen man vorher diese Beweise aufführte und auch fort- 
fahren sollte sie aufzuführen. Wir, die wir die ältere 
Bestimmung der örter nicht kennen, können nur aus 
dem, was im Buche vorliegt, versuchen Schlüsse auf diese 
zu ziehen. Das ist nicht so schwierig für den Ort zu 
drei Geraden. Dass ein beliebiger Kegelschnitt ein sol- 
cher Ort ist, leitet Apollonius nämlich selbst (im Ver- 
laufe des Beweises für die erwähnte Erzeugung durch 
projektivische Büschel) ab aus einem speciellen Falle des 
Potenzsatzes. Dass er auch ein Ort zu vier Geraden sein 
kann, lässt sich in dem Falle, wo zwei gegenüberliegende 
Geraden, ^ = und a = 0, parallel sind, aus dem all- 
gemeinen Potenzsatz ableiten. 

Dass schon hierdurch viel erreicht ist, sieht man am 
besten durch eine Zusammenstellung mit der Darstellung 
eines «räumhchen Ortes» durch die anal3i;ische Geometrie. 
Nimmt man einen Punkt dieses Ortes zum Anfangspunkt, 
so erhält man eine Gleichung von der Form 



oder 



aa?2 '\-hxy -\- cy^ -\- dx'\- ey = 
x{ax-\-hy-\rd)= — cy\y'\--^. 
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Die Kurve wird also geradezu als Ort zu vier Geraden 
dargestellt, von denen zwei gegenüberliegende parallel 
sind. Da nun die von den Alten vorgenommene Um- 
legung von Flächen und Einführung von Koefficienten 
mittels der Proportionslehre genau unserer Behandlung 
von Ausdrücken zweiten . Grades entspricht, so wird die 
jetzige Darstellung einer Kurve durch eine allgemeine 
Gleichung zweiten Grades ziemlich genau der antiken 
Darstellung als Ort zu vier Geraden, von denen zwei 
gegenüberliegende parallel sind, in geometrischer Trag- 
weite entsprochen haben. Hierauf liess sich auch der 
allgemeine Ort zu vier Geraden zurückführen. Dass man 
wirklich ein Auge für diese umfassende Bedeutung des 
Ortes zu vier Geraden hatte, geht aus dem Gewicht her- 
vor, das Apollo nius darauf legt, gerade die Behandlung 
dieses Ortes verbessert zu haben. Übrigens scheint auch 
Euklids verlorene Schrift über Porismen Mittel zu sol- 
chen Umformungen angegeben zu haben, wie sie hier 
Verwendung finden könnten. 

Es giebt eine verlorene Schrift des Apollonius, 
die man mit dem Ort zu vier Geraden in Verbindung 
bringen könnte, nämlich die Schrift über den bestimm- 
ten Schnitt. Man weiss nämlich, dass diese die Kon- 
struktion von Punkten auf einer Geraden enthalten hat, 
deren Abstände von zwei Punktepaaren derselben Geraden 
Rechtecke von gegebenem Verhältnis bilden, sowie eine 
sorgfältige Diskussion dieser Aufgabe. Auf diese Aufgabe 
wird die Bestimmung der Schnittpunkte zwischen einer 
Geraden und einem Ort zu vier Geraden zurückgeführt, 
wenn alle vier Abstände parallel mit der gegebenen Geraden 
gerechnet werden. Fasst man die Sache so auf, so fällt 
die Bestimmung eines Ortes zu vier Geraden zusammen 
mit dem Satze über Involution der Schnittpunkte einer 
Geraden mit einem Kegelschnitte und mit den gegenüber- 
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liegenden Seiten eines ein beschriebenen Vierecks, der später 
von Desargues wiedergefunden ist und seinen Namen 
trägt. Sicher ist es, dass die Schrift über den bestimmten 
Schnitt einzelne wichtige Teile der jetzigen Lehi'e von der 
Involution enthalten hat. 

Wie soeben angeführt waren räumliche Aufgaben 
wohl ursprünglich solche, die von Gleichungen dritten 
Grades abhingen und stereometrisch dargestellt wurden. 
Später dagegen wurde der Name mit der Lösung durch 
Kegelschnitte verbunden, und dadurch kam es, dass er 
faktisch auch solche Aufgaben umfasste, die — wenn 
man sie auf eine Gleichung gebracht haben würde — 
von Gleichungen vierten Grades abhängig gewesen wären. 

Die einfachste räumliche Aufgabe, die reine kubische 
Gleichung, haben wir bereits in der Form der Frage nach 
der Multiplikation des Würfels kennen gelernt, und wir 
haben zugleich gesehen, wie die Benutzung von Kegel- 
schnitten sich ursprünglich an die Lösung dieser Aufgabe 
knüpfte. Andere Beispiele sind uns begegnet in der Drei- 
teilung des Winkels oder in den Einschiebungen, worauf 
diese zurückgeführt wird, und wir haben erwähnt, dass 
Archimedes in der Schrift über die Spiralen einen 
anderen Gebrauch von denselben Einschiebungen macht. 
Wie diese durch Kegelschnitte ausgeführt wurden, das 
hat uns Pappus mitgeteilt. 

Die wichtigsten Beispiele für die Lösung räumlicher 
Aufgaben durch Kegelschnitte, die wir aus den besten 
Tagen der griechischen Mathematik besitzen, finden sich 
jedoch in der überlieferten Behandlung der Gleichung, 
auf welche Archimedes seine Teilung der Kugel zu- 
rückführt (vergl. S. 185), und in der Konstruktion von 
Normalen von einem Punkte an einem Kegelschnitt im 
5ten Buche des ApoUonius. Was diesen Lösungen 
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namentlich Interesse verleiht, ist die Sorgfalt, mit der 
sowohl die Bedingungen für die Möglichkeit auseinander 
gesetzt werden, sowie auch die verschiedene Anzahl von 
Lösungen, die man erhält, wenn man den gegebenen 
Grössen verschiedene Werte beilegt. Dadurch tritt — in 
voller Übereinstimmung mit dem, was wir über die Be- 
deutung der geometrischen Konstruktion bei den Griechen 
gesagt haben — deutlich hervor, dass die Konstruktion 
durch Kegelschnitte nicht so sehr ein Mittel — und zwar 
ein sehr dürftiges — ist um die gesuchten Grössen her- 
zustellen, sondern vielmehr ein gutes theoretisches Mittel 
um zu untersuchen, in welchen Fällen sie existieren. Die 
Bestimmungen der Maxima und Minima, die man dadurch 
für die gegebenen Grössen erhält, sind die wirklichen 
und bedeutungsvollen geometrischen Sätze, die das Haupt- 
ziel der Untersuchung bildeten. 

Wir haben gesehen, dass Archimedes die Kugel- 
teilung zurückführte auf die Gleichung 

DB^:DX'^=XZ:TZ, 

wo Z), B, T und Z bekannte Punkte, X ein gesuchter 
Punkt einer Geraden ist. In dem bereits erwähnten über- 
lieferten Manuskript, das vielleicht von Archimedes 
selbst herrührt und einen Anhang zu seinem 2ten Buch 
über die Kugel und den Cylinder gebildet hat, wird diese 
Aufgabe auf eine Weise gelöst, die wir am leichtesten in 
modernen algebraischen Zeichen folgendermassen wieder- 
geben können. Schreiben wir seine Gleichung in der Form 

h'^ a — x 



und setzen wir diese beiden Quotienten gleich—, wo e 
eine beliebige Gerade ist, so lassen sich a? und y bestimmen 
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als Schnittpunkte zwischen der Parabel x^ = — .y und 

der Hyperbel (a — x)y = ce. 

Bei den Anwendungen auf die Kugelteilung sind die 
Konstanten, die wir hier mit a und c bezeichnet haben, 
positiv, und es kommt darauf an, einen solchen Wert 
von X zu bestimmen, dass < a? < | a, da X zwischen Z> 
und jB, den Endpunkten desKugeldurchmessers DB=^DZ, 
fallen muss. Die erhaltene Darstellung der Gleichung be- 
greift jedoch auf Grund der verschiedenen Lagen, die man 
Z und T erteilen kann, oder die man den gesuchten 
Punkt X einnehmen lassen kann, alle Gleichungen von 
der Form 

in sich, und die Aufgabe lässt sich so stellen, dass man 
alle Wurzeln mit bekommt. Wir haben hier also ein 
Beispiel für das, was wir schon früher gesagt haben, dass 
nämlich, wenn die Griechen auch nicht unsere Benutzung 
der Vorzeichen kannten, die geometrische Darstellung diesen 
Mangel immerhin weniger fühlbar machte. 

Was nun die Grenzbedingungen betrifEt, so werden 
diese bei den einzelnen Aufgaben zum Teil darauf beruhen, 
ob der Punkt X auf oder neben die Intervalle fällt, welche 
die vorliegende Aufgabe fordert; was aber zugleich bei 
allen diesen Aufgaben eine Hauptsache bleibt, das ist 
die Erkennung der Grenzfälle, in denen die Kegelschnitte 
sich berühren, zwei Wurzeln also zusammenfallen; denn 
dadurch wird der Übergang zwischen den Fällen gebildet, 
in denen diese beiden Wurzeln reell sind, also nach der 
damals geltenden AufEassung wirklich existiren konnten 
oder nicht. In dem aufbewahrten Bruchstücke wird an- 
gegeben, dass dieser Übergangsfall eintritt, wenn x = ^a^ 



aö- 



fc.« 
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f*^^*^ - ^vr£LB also die 
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malen ist dagegen ein Beispiel für eine Aufgabe, die di- 
rekt durch Kegelschnitte gelöst wird ohne Aufstellung einer 
Gleichung. Wir wollen uns damit begnügen seine Lö- 
sung in der Spraclie der jetzigen 
Algebra mitzuteilen. O sei ein 
Punkt (a?i, ^j^) der an einen 
Punkt M (a?, y^ eines Kegel- 
schnittes gezogenen Normalen, 
G der Schnittpunkt dieser Nor- 
malen mit der Hauptaxe, und 
N die Projektion von M auf 
dieselbe Axe. Nehmen wir dann 
diese zur Abscissenaxe und rechnen wu% um die von 
Apollonius besonders behandelten Fälle zusammen- 
zufassen, die Grössen nach moderner Weise mit Vor- 
zeichen, so haben wir 



NG 




— Vi 3s^—x — NG' 

N G ist die Grösse, die wir jetzt die Subnormale nennen, 
und beträgt für die Parabel ^; dadurch verwandelt sich 
die gefundene Gleichung in 



für die Ellipse und Hyperbel ist die Subnormale, wenn 
man den Mittelpunkt zum Anfangspunkt nimmt, beziehungs- 

weise + —^ss, und dadurch verwandelt sich die Gleichung in 



In beiden Fällen v^ii^d, i^v^xi^xx d^ir Pvink:t (sCj, y^) 
geben ist, der Punkt (j^^ y^ a,\:it oiinex- H3^perbel liö^-* 
deren Schnittpunkte roit cie^i* go^^b^xien ICvTxve die IT^ua 
ptmkte der vom Puiilcte C^="^x» ^ :l^ auisg^hesütleii Normo.1 
sein werden. Diese Be©t.iTnTHT:i.rxg cieir Norraalen beiai::!. 
ApoUonius um ausfütii*liol3. ätx lixi-trei-Bmctieii, wie vi^ 
l^Jormalen sich von den voir&olDii«s<a.€M:ien Ptiokten der Eb^ 
ziehen la&Ben. Die Ha.up»1:s©iO"!nL^ ist Ixier diejenigen Pui^ 1^ 
^u bestimmen, deren entsi^n-^ol^ionde Hy per\3elo die gegel:»^, 
Kurve berühren. Die von ciioöon Pnxiilsitexi gebildete JC^:^ 
bildet nämlich den Ül^^x^S^^S ^wiscHen den Teilen ^ 
Ebene, die so beschaffen sind, do^ss «lat^ von den Panfct^ 
des einen Teile, .wel Ncirx^al-x. naeHr -f^- ^^^ - 
von denjenigen dee ax-xde:r^n . -^,^x-ixlxrnng Bucbt, findet ^ 

e^in^ö I>nx:il^te3 dieser Kurve b, 
^i^ ^^IbsoiBBe kennt. Die Kti^^ 



dingungen für die ©r-i?v^^tL^"^^ IB^x-^ 



■wie man die Ordina^to 

stimmen kann, wenn man ^.";^~j^^^l^te des Kegelechnitt« 
ist dieselbe, die man i^^-^^ v>i ^A^üollonius noch bei d^ 
nennt. Indeseen ist -wocle;ar ^^^ i^-^end einer genaue^-^ 

Alten überhaupt die PS*^*=1^ ciie tii^i" angeführte ist. 

Untersuchung dieser PCi-^X'V^^^ 
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AuBArchimedes» -'^'^^'^^'^^j-e von den Kegelschnitt^, 
^»M«.n, auB ApoUoni«»' '-"^^eoiaciiten Anwendung ^^ 

und aus der von den Gc^^^^^^'Zrr^ AufS»"^«"' ^^^ '" ""^«©»-^ 
Kegelschnitte zur Diskxjssiori ^*^^^,^eo und .weiten Gra^^ 



Kegelschnitte zur Diekxjssion j^^tteo u"d vieixeD ur 

Mathematik von Gleicli«^^^^ ^^Icl^er Höbe die S^-h'^oi^, 
abhängen, erkennen wir, bi« f" iS ^--'""*r ^^"1!^'"* 
OecetHeund ^ie Mat^-^--^^A-X..r ^ ^e.e.^; SetCa^f^ 

afihnhen hatten. Wir ^^*^ ^itig-*^^^ 

die Älgeiiaoxrxg:« 



gehoben hatten. 
Strenge man die 
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sicher stellte. r%^^' ^k ^^^^^^^^ *"^^ oft GelegenMl 

gehabt zu erwSl^ ^^ ® lüau bei diesem Streben nacli 
Algemeingültigke^ ^^^^^^^^g Gewicht legte auf die M 
Wickelung der HiÜ^ ^.^ ör wirkliche numerische Berecli- 
nung, durch welcb^ ^t^eixiatik praktische Anwendung 

erhalten konnte. 

Selbstverständlich ^^^öachJäösigte man jedoch diese 

Seite der Sache nicht ganz, jj^^^ ^ ^^ir fort die geometrischen 

Sätze, die man von den ägyptischen Landmessern gelernt 

hatte, auf das Landmessen anzuwenden, und fügte dazu 

auch die Anwendung der einfachsten von den Sätzen, die 

man selbst fand. Es würde ungereimt sein anzunehmen, 

dass die Mathematiker, die Einsicht genug besassen um 

ihren Resultaten eine so allgemeingültige Form zu geben, 

nicht auch eben dadurch die specielle Anwendbarkeit 

dieser Resultate auf die numerischen Aufgaben kennen 

sollten, die in der Praxis vorkommen können. Denjenigen, 

welche eine so scharfsinnige Lehre von den Proportionen 

ausgearbeitet haben, haben die Mittel für die Behandlung 

solcher Aufgaben, die in der Praxis unter die einfache 

oder zusammengesetzte Regula de Tri. gehören, nicht 

gefehlt. Hero — bei dem wir zugleich eines von den 

geometrischen Resultaten antreffen, von dessen Anwendung 

in der Praxis namentlich die Rede sein könnte, nämlich 

die Bestimmung des Inhaltes eines Dreiecks aus seinen 

. Seiten — hat in seinen Aufgabensammlungen Zeugnis 

gegeben von der numerischen Anwendung wenigstens der 

einfachsten planimetrischen und stereometrischen Sätze 

und von der Auflösung von Gleichungen zweiten Grades. 

Das beschränkte Gebiet der Geometrie, aus dem diese 

Anwendungen genommen werden, und der bescheidene 

Grad von Genauigkeit, mit dem Hero sich bei seinen 

Berechnungen begnügt, deuten jedoch darauf hin, dass 
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m der That guter Grund ^^ -^K 
griechischen Mathematik e-t>?sr ^^ ^^^^^ i 
Es war nicht aussctilio^fj • niedrige 
erwähnte Mangel an Reohoraf »Axoh der 
Tagen der griechischen C3-oot^^^^?^^^^' ' 
wirklicheBerechnungenHixid ^^^i^j ihre 
ihre Resultate waren für solo:^^^^^^^ ^^^tg^ 
Die Aufgaben werden irx do^ ^"^^^"^^^ ^^®^ 
gelöst, und diese lassen eioti. ^^^ ^^ 
umsetzen, so wie man ^s eioVi ^^"^^^^^ ^ 
hat. Indessen giebt es, s^lbjf ^^"^^^ 
elementare Geometrie hial-t^xi -w^oll "^^^^ 
auf dem diese ümsetzixng siotL^^nio^; t^"" 
nämlich dasjenige, wo nrxt^^ don O^öss^e 
emander bestimmen lassoxi soll^ - 

Flächen und Volumina vox-fcottixM. ^' "^^^^ 
Mit anderen Worten, dio Oxrieol.e"n 'b^s^B 
alexandrmischen Zeit mooti Isieine Tris 
Mangel, dem erst die gxrosson Oeometer 
jener Zeit abzuhelfen "beganxioxi. Bevor i 
man jedoch nicht ganz ^oxx solctien Um 
geschlossen, die man jo-tzt aTx€ txigono: 
vornimmt. Die Sätze X2; \irxd X3 im 
Euklids Elementen dxixolsioxx ganz dass 
Formel 

ö ^ = 2>^ -{— c« !Z b c cos 

und lassen sich el>eriso g£Lxi.z -wie diese 
meinen üntersuchnngoxx SLxx^wej-nden, bei c 
a nicht gerade in. "^V^lrxl5:oXTn.aaBS geg 
solchem auszudrüclsiexi "v^^rrsxxcitLt. -wird, 
den Zusammenhiarig z-wxs<3tL^xx dex Gtös 
und dem Verhältnisso -vonx S-fcicejo\LeTi a\i^ 
den Sätzen in Enklici s X> sct^ck. IcxeT-vot, ^ 
ein Dreieck unter go-w^xss^rx JB^di.xig;vu\g,^^ 
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gegeben ist. Nach Satz 80 dieses Buches ist das der 
Fall bei einem Dreieck, von dem ein Winkel und das 
Verhältnis zwischen dem Rechteck aus den einschliessenden 
Seiten und dem Quadrat der gegenüberliegenden Seite 
gegeben sind. Die übrigen Winkel des Dreiecks und die 
Verhältnisse zwischen seinen Seiten werden also durch 
diese Grössen bestimmt. Im übrigen enthalten die Data 
weitergehende Sätze derselben Art. 

Für numerische Berechnung lassen solche Sätze sich 
jedoch erst dann benutzen, wenn unter der einen oder 
anderen Form der Zusammenhang zwischen einem in 
Winkelmaass gegebenen Winkel und dem Verhältnis von 
Strecken bestimmt ist. Einen derartigen Zusammenhang 
kannte man wohl für die wenigen Centriwinkel regulärer 
Polygone, deren Seiten man konstruieren und dadurch 
berechnen konnte; aber teils scheint man diese Berech- 
nung lange unterlassen zu haben, teils war hier nur die 
Rede von ganz einzelnen Winkeln. 

Hieraus lässt sich schliessen, dass die Anwendung 
der Mathematik auf die Astronomie, die mit Eudoxos 
ihren Anfang genommen hatte, zu Euklids Zeiten noch 
nicht zu sonderlich genauen Bestimmungen geführt haben 
kann. Denn das, was man einigermassen genau beob- 
achten kann, sind eben Winkel, und diese verstanden 
die Mathematiker nicht zu gebrauchen, weshalb man 
dann wieder umgekehrt auf derartige Bestimmungen 
keinen Fleiss verwandte. Man hat sicher in der Schale 
des Eudoxus und namentlich in derjenigen Pia tos seiö^ 
Gleichgültigkeit in dieser Beziehung auf dieselbe Weise 
beschönigt wie die Gleichgültigkeit gegenüber der aus- 
führlichen Berechnung von irrationellen Grössen, und 
gemeint, dass man sich, wenn sich bei empirischen Be- 
stimmungen doch keine mathematische Genauigkeit er- 
reichen Hesse, ebensogut mit einer gröberen Bestimmung 
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%egnügen könne. Wenn man solche als Postulate auf- 
stellte, so kam es nur darauf an mit absoluter Sicher- 
heit diejenigen Resultate abzuleiten, die aus diesen einmal 
aufgestellten Voraussetzungen folgen. 

Wurde man nun auch auf diese Weise dahin gebracht 
das Messen von Winkeln zu vernachlässigen, so mussten 
dennoch Winkelgrössen sich bei den astronomischen Be- 
stimmungen von selbst geltend machen. Beispielsweise 
konnten sie sich darbieten als Verhältnisse zwischen den 
Zeiten, in denen ein Bogen und der ganze Kreis bei einer 
gleichförmigen Kreisbewegung durchlaufen werden. Ein 
Beispiel für die Art und Weise, wie man bei richtigen 
mathematischen Schlüssen diese Art von Bestimmungen 
anzuwenden verstand — und zugleich ein Beispiel für 
die Ungenauigkeit der damaligen Bestimmung von Winkeln 
— besitzen wir in einqi; überlieferten Untersuchung des 
Aristarch von Samos über Abstand und Grösse der 
Sonne und des Mondes. Bei dieser Untersuchung, bei 
der Aristarch jedoch Vorgänger gehabt hat, namentlich 
den Eudoxus, wird teils der Radius des Erdschattens in 
der Entfernung des Mondes von der Erde benutzt, dessen 
Verhältnis zum Radius des Mondes aus der Dauer der 
Verfinsterung berechnet wird, teils der Winkelabstand 
zwischen Sonne und Mond in dem Augenblick, wo der 
Mond sich genau halb erleuchtet zeigt. Während im 
übrigen der Proportionslehre gemäss mit Verhältnissen 
zwischen Entfernungen und Radien operiert wird, wird 
dieser letzte Winkel in Winkelmaass gefunden. Sein 
Komplement wird von Aristarch auf 3^ veranschlagt, 
und daraus wird abgeleitet, dass der Abstand der Sonne 
19mal so gross ist wie der des Mondes, was dasselbe ist 
als wenn man annimmt, dass in unserer trigonometrischen 
Sprache sin 3^ = ^^. 

15 
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Um dahin zu gelangen, benutzt Aristarch einen 
Hülfssatz, der sich trigonometrisch folgendermassen aus- 

drücken lässt: Wenn der Winkel '& von bis — wächst, 

so wird das Verhältnis -: — jr wachsen und - — ^ abnehmen. 
sm V' tgir 

Diesen Satz betrachtet er als bekannt, und wir erkennen 

auch leicht die Verbindung zwischen ihm und älteren 

Untersuchungen, deren Bedeutung uns dadurch klarer wird. 

^ '9 

und — — jr- siiid nämlich dem Radiusvector und der 



sin '9 tg p 

Abscisse der Quadratrix (vergl. S. 77) proportional, und 
die angeführten Resultate haben sich dann natürlich 
an die Untersuchung dieser Kurve angeschlossen. 

Zugleich wusste man aus der Bestimmung der Seiten 

regulärer Polygone, dass sm — = — und tg—z=—-^ 

b J « V 2 -I- 1 

oder, da V2>-, dass ig ö-<tö- Hieraus erhält man zur 

Bestimmung von sin 3" oder sin — 

71 \ . n \ 

, . n n 1 h \ 

und 8mg^<<^^<^j2<i8. 

mithin näherungsweise sm3^ = ^g. 

Es ist beachtenswert, dass sich dasselbe Verfahren, 
da sin'9 <'9 Ktg'^y oder wie die Griechen es ausdrücken, 
da ein einbeschriebenes Polygon einen kleineren, ein um- 
beschriebenes einen grösseren Umfang hat als der Kreis, 
auf eine genährte Bestimmung von tz anwenden lässt. 
Danach ergiebt sich 

3 < TT < 3 J. 

Bestimmungen dieser Art konnte man seit den Zeiten 



3&. X>ie l7e»r« 

Antiphons rrnci I^xry moxxa 
"lan die von diesexa £>e^£ 
man auch irMs*axa<?e sie zxx 
Hülfsmittel für- ciie _E?i-jröio±»tii 
<üe in der JBei-eoimun^ <Jej- 
gonen mit mein- &e±t.exx fc»e 
auch zu den .Zeiten JE:u1si1±<3 
fen wir nämlicla. ixlcl^-t jnux 
deren IrrationaJität ex- a,XMB<ira. 
beschränkt er eictk Äuf dlejGzxi 
tion regulärer fol^^ecJei-, t»ei3 titz< 
alles mit, was ixi£Lxx, utacb sein 
Aristarchs Beniatz«xii§r ciex- Sei 

beschriebenen Aciiteclsrs (^2 t^ ^^ 
floochte. Um jedocii -wirJsilicli 
trisehen Hülfsmittel fax- eixie g-e 
»i, oder für eine g-exiauere u^xxvs^eü 
zu benutzen, musste siola eiram 
solchen zeigen, und zweitiGna t 
forderlich um damals eine Ißerecb 
bei der verschiedene Quadi*«.*'*^'^^^ 
Unter anderem maclite sictt dies 
der, im Vergleich xx.it fx-xifaeren ^ 
Bestinamung der Scbiefe der Ebiliptxk 
ind bei seiner Gra.dxiaessu»^- Vf" 



schied in der PoUxölxe "»^ ^^ 

Orten mit nahezu gleici^^^ X^än^e ^^^ 
Kl^ddurchmessers zu fc»©n«*25e», *»" 



gute Bestimmung von ^^ '^®^''- scfawi* 
der in seiner Kreismess«"^ *^*^ stellt- 
die eich einer solchen exxtges^^ c=chrifi 
turz über den Inha.lt eeirxerr ^^^ 

jedoch leider keine Auffe^^*'""^ 
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er die grösste der vorhandenen Schwierigkeiten überwand, 
nämlich die Bestimmung der Quadratwurzeln. 

Archimedes beginnt damit mittels des Exhaustions- 
beweises darzuthun, dass der Kreis denselben Inhalt hat wie 
ein Dreieck, das die Peripherie zur Grundlinie und den 
Radius zur Höhe hat. Dadurch wird die Quadratur des 
Kreises auf die Berechnung der Kreisperipherie zurückge- 
führt. Archimedes beweist, dass das Verhältnis dieser 
Peripherie zum Durchmesser, also die Zahl, die in neuerer 
Zeit 71 genannt worden ist, kleiner als 3^, aber 
grösser als 3^ ist. Das wird dadurch bewiesen, dass 
selbst der Umfang des einbeschriebenen 96ecks grösser 
ist als 3il^ d, und selbst der Umfang des umbeschriebenen 
96ecks kleiner ist als 3^d, wenn wir mit d den Durch- 
messer des Kreises bezeichnen. 

Zu diesem Ergebnis gelangt Archimedes dadurch, 
dass er aus den Verhältnissen zwischen den Seiten eines 
rechtwinkeligen Dreiecks mit einem gewissen Winkel x 
die Verhältnisse zwischen den Seiten eines rechtwinkeligen 
Dreiecks mit dem halben Winkel (^x) bestimmt. Wenn 
er die obere Grenze für die Peripherie sucht, so lässt er 
die Dreiecke mit den Winkeln x und ^x die diesen 
Winkeln anliegende Kathete gemeinsam haben, und wenn 
er die untere Grenze sucht, die Hypotenuse; in beiden 
Fällen aber lässt die gefundene Relation zwischen den 
Verhältnissen sich in der trigonometrischen Sprache 
unserer Zeit wiedergeben durch 

^^ l-\-cosx\ Becx-\-l/ 

Diese Übereinstimmung wird bei der Anwendung 
jedoch durch den Umstand verdeckt, dass bei der einen 
Untersuchung obere Grenzen für die Quadratwurzeln ge- 
braucht werden, zu denen der Übergang zwischen den 
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Verhältnissen verschiedener Seiten desselben rechtwinke- 
ligen Dreiecks {sin^ x -{- cos^ x = 1) Veranlassung giebt, 
und bei der anderen untere Grenzen, und dass diese durch 
verschieden gebildete Näherungswerte ausgedrückt werden. 
Indem Archimedes von einem rechtwinkeligen Dreieck 

7t 

mit dem Winkel — ausgeht und wiederholt zu neuen Drei- 
b 

ecken übergeht, findet er, dass (mit unseren trigonome- 
trischen Bezeichnungen für die untersuchten Verhältnisse) 

, jt 153 j . ^TT 66 



96^4673^ 96-^ 2017^' 

und gelangt dadurch zu den oben angegebenen Grenzen 
für JT. 

Nachdem durch Archimedes' Arbeit das Eis ein- 
mal gebrochen war, soll Apollo nius eine noch genauere 
Berechnung geliefert haben. Vielleicht rührt von ihm 
der Wert 3,1416 her, der im wesentlichen der Genauig- 
keit entspricht, die sich später in den Sehnentafeln des 
Ptolemäus findet, und dem wir später bei indischen 
Schriftstellern begegnen werden. 

Archimedes' Schrift enthält faktisch Bestimmungen 

7t 

der unteren Grenzen für sin— und der oberen Grenzen 

n 

für tg^ für n = 6, 12, 24, 48, 96. Die letzte Bestim- 
mung liefert auch eine brauchbare obere Grenze für 

TT 

TT^, und Aristarchs Arbeit zeigt, dass man imstande 

war sie zu benutzen. Apollonius' Bestimmung von jr 
muss zu einer noch genaueren Bestimmung des sinus 
eines kleinen Bogens oder derjenigen Grösse geführt 
haben, über deren Werte wir Tabellen von späteren grie- 
chischen Astronomen besitzen, nämlich der Sehne des 
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doppelten Bogens. Um eine vollständige Tafel der Sehnen 
zu Vielfachen dieses kleinen Bogens zu berechnen, ist 
nun weiter nichts erforderlich als die Kenntnis des Satzes 
über einbeschriebene Vierecke, der jetzt der ptolemäische 
genannt wü-d, weil Ptolemäus ihn ausdrücklich für 
die Berechnung seiner Sehnentafel anwendet, oder die 
Kenntnis eines anderen Satzes, der sich auf ähnliche 
Weise anwenden lässt. Einen solchen hat man zu und 
nach der Zeit des Archimedes und Apollonius leicht 
finden können in dem Moment, yfo man wirklich eine 
Sehnentafel wünschte, und die grösste Schwierigkeit hat 
auch hier darin bestanden, die zur Durchführung der 
Arbeit notwendigen Quadratwurzeln zu berechnen- aber 
gerade dadurch wurde man gezwungen, die dazu dienenden 
Methoden zu verbessern. Wie früher angeführt (S 62) 
war dieser Fortschritt mit der Einführung der Sexagesi- 
malbrüche verbunden. 

Die erste Sehnentafel, von der wir sichere Nachricht 
haben, stammt aus dem zweiten Jahrhundert v. Chr und 
ist von dem grossen Astronomen Hipparch verfasst. 
Diese ist, ebenso wie eine spätere von Menelaus 
loren gegangen. Die Sehnentafel, die sich in Ptolemäus' 
Almagest findet, ist uns dagegen überliefert und hat da 
sie auf den älteren hat aufgebaut werden können ' die 
grösste Volständigkeit und Genauigkeit erhalten. ' Sie 
geht mit Intervallen von ^^ bis zu einem Bogen von 180^ 
Da der sinits die Hälfte von der Sehno ^q^^ j , * 
Ty • X • 1^ j- rr X 1 ^. ^^^® <les doppelten 

Bogens ist, so spielt diese Tafel dieselbe Rolle wie eine 
Tafel der sinm von solchen Bogen, ^iie mit Intervallen 
von i^ bis zu 90« hinaufreichen. Oer Durchmesser des 
Kreises wird gleich 120 gesetzt, und. Hi*^ q^i. 

, , Q • 1 . • r> öehnen werden 

nach dem Sexagesimalsystem m Gariorpri n/r- . 
Ol j j .. w j u • * **^zen, Minuten und 

Sekunden ausgedruckt, das heisst, wie bei H u/- 

teilung, in Brüchen mit den Nennern 60 i /j ßn« 



26. j:>iö l>^r-öoiii 

Verhältnis der Sehrioxi Ä^um 
Brüchen mit demi J^T^x^r^-^x- ^ 
nutzung bei der IjaLt;or.r>oi»*^*^ 

Differenzen zwischien d^xi »«i"' 
den ßogendifferenzen \roTX ^ 
gefügt. 

Für die Berealirtrxrx^ ci±G&^ 
hauptsächlich den Ss^tz äl>e^x- 
Dieser lässt sich jin.mititiCflb^'^ 
der Summe oder Difforezaizf ^ ^ 
auch die Sehne zu döxxi ^*^^ 
Bogen zu berechnen. W^^xi» 
Sehnen ausgeht, so kan» m^ 
gelangen, Sehnen zu Bog-^^^ -v^o- 
Aus diesen wird die Sotira^ 
Interpolation berechnet, cJi^ ^^^ 
hältnis zwischen Sehne rxxxa 
Bogen wächst, dass also 

Sehne J« Sol^3i5 

Für den hier benutzto» ^^ 
Aristarch anwandte, toil* -* 
geometrischen Beweis nait>- -^ 

auf diese Art gefunden ie** 
für die successive Bereclanxxxag' 

Da eine Sehnentafel <Ü^^ 
Sinustafel, so kann ma-o, ^^ 
dieser Tafel und des jpytrl^^^ 
Stück eines ebenen reclit^veia^-*^ 
andere, unter denen sieb- ^i^"^^ ^ 

und dadurch, wenn auch AvLJr<^^ 
die Bestimmungen ausfütii'^^'^» , 

metrie hineingehören. Irxi A-^^ 
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für verschiedene solcher Bestimmungen. Den Astronomen 
lag jedoch sehr viel daran, auch die sphärisch- trigo- 
nometrischen Bestimmungen zu gewinnen. Hierzu war 
vor allen Dingen etwas sphärische Geometrie erforderlich. 



27. Sphärische Geometrie. 

Aus der Geometrie der Kugel haben wir bei Euklid 
nur den Satz über das Verhältnis zwischen den Inhalten 
von Kugeln gefunden, zu dem Archimedes die exakte 
Bestimmung von Oberfläche und Inhalt hinzufügte; aber 
dabei konnten die Astronomen nicht stehen bleiben. Nament- 
lich mussten sie Mittel haben um die Lage von Punkten 
auf der Kugel, von Sternen am Himmel, von Orten auf 
der Erde zu charakterisieren. Das geschieht durch Be- 
ziehung auf einen grössten Kreis, der auf die eine oder 
andere Weise als bekannt betrachtet werden darf, auf 
Horizont, Äquator oder Ekliptik am Himmel, Äquator 
auf der Erde, und diese Beziehung konnte nicht wohl 
von der verschieden sein, die jetzt durch die gewöhnlichen 
sphärischen Koordinaten ausgeführt wird. Eine solche 
Beziehung liegt zu Grunde, wenn Eratosthenes, um 
die Grösse der Erde zu bestimmen, die Entfernung zwischen 
zwei Orten von derselben Länge und bekanntem Breitenunter- 
schiede misst, selbst wenn die Einführung der Bezeich- 
nungen Länge und Breite erst dem Hipparch zugeschrieben 
wird. Im übrigen wollen wir daran erinnern, dass die- 
jenige Einteilung der Kugel, die Euklid im 12ten Buche 
der Elemente anwendet (S. 171), genau einer Einteilung 
durch solche Koordinaten entspricht. 

Eine mehr oder weniger direkte Anwendung sphäri- 
scher Koordinaten lässt sich benutzen um die Punkte 
des Himmels oder der Erde auf einer gedrechselten Kugel 
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abzubilden. Das erstere ist jedenfalls geschehen. Indessen 
waren die Griechen durch ihre hoch entwickelte Greometrie 
in den Stand gesetzt die schwierigeren Aufgaben zu lösen, 
die sich darbieten, wenn man auf zweckmässige Weise 
eine Kugel auf einer Ebene abbilden will. Mit Rücksicht 
hierauf wird es in dieser Darstellung der Geschichte der 
Mathematik genügen anzuführen, dass die Griechen ver- 
schiedene Anwendungen der in geometrischer Beziehung 
wichtigen und interessanten stereographischen Projek- 
tion gemacht haben. Diese besteht wie bekannt in einer 
Centralprojektion der Kugelfläche von einem auf ihr 
gelegenen festen Punkt auf denjenigen grössten Kreis, 
der den festen Punkt znm Pol hat, und zeichnet sich 
dadurch aus, dass jeder Kreis auf der Kugel als Ki-eis 
auf die Ebene projiciert wird, und dass Winkel ihre 
Grösse behalten. 

Aus den vorliegenden Anwendungen weiss man, dass 
die Griechen wenigstens die erste von diesen Eigenschaften 
gekannt haben, die in naher Verbindung steht mit der 
Lehre von den beiden Systemen von Kreisschnitten an 
einem schiefen Kegel. Eine Bestimmung von diesen findet 
sich bei Archimedes, und die Lehre von den verschie- 
denen Schnitten an demselben Kegel wird von Apoll o- 
nius weiter entwickelt. Die stereographische Projektion 
darf also wohl als eine Frucht der Lehren dieser Männer 
betrachtet werden. Sie fand zu den Zeiten Hipparchs An- 
wendung an einem Apparat, der gebraucht wurde, um 
aus der augenblicklichen Höhe eines bekannten Sterns 
die Zeit in der Nacht zu bestimmen. Dazu benutzte 
man zwei Scheiben, von denen die eine Projektionen 
bekannter Sterne enthielt, die andere Projektionen des 
Horizonts und parallel zu ihm gelegter Schnittkreise, 
beide Teile vom Südpol des Himmels aus projiciert. Es 
kam darauf an, die eine Scheibe so um das Bild des 



Nordpol« 
seiner E_ 
Eine an. <^ 




der Satz bleit»*^ ^/j gröset^^** b© 
geraden Linien ^^^^kea ^ ^J,^^^"^' Wenn ^ 
vertauscht, die S**- „« ^ ^t <j^ ^«e« ^uf dez^eJh "^ ^^e 
oder, wie Ptol.x*- ^^ah^^^ C^«« de.ß,^^^ « ^u^el 
doppelten Bogen^- aJs jy^^^^Ji^i'^^«' m den f f *^«ctezi 

Gestalten weit äl<>^^^r die^^^J^T ''* ^^^ Safe JT ^««' 
gehört durchaus t*^ ^«^^de», ^^e^. "®- öie pj^.^ ^eij^^ 
Porismen behand^X^^t, so ?: t,*i^^*^«de. die ,-o°'!?«^««ciie 
metrischen Satz ^tx0^ ^'^'^h^ "^^^ deo «n^.. "*^^ici « 
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die Berechnungen auszuführen, zu denen er bei Ptolemäus 
benutzt wird. 

Diese Berechnungen sind dieselben, die in der sphä- 
rischen Trigonometrie ausgeführt werden durch die 4 Rela- 
tionen, die in einem rechtwinkeligen sphärischen Dreieck 
zwischen den 3 Seiten oder zwischen 2 Seiten und einem 
Winkel stattfinden. ABC sei ein solches Dreieck mit 

dem rechten Winkel bei jB, und 
Z), E und F seien die Punkte, 
in denen der grösste Kreis mit 
dem Pol A die Seiten des 
sphärischen Dreiecks schneidet. 
Dann ist in Gradmaass 

,jp FE=jL, A,undib =90^— z. A. 
Die übrigen Bogen der Figur 
sind Seiten des Dreiecks ABC 
oder deren Komplemente. Wenn 
man nun nach einander die vier Dreiecke ABC\ 
CDE, AFE und DBF und jedesmal den vierten 
grössten Kreis als Transversale betrachtet, so erhält man • 
eben die erwähnten vier Relationen. Erst bei späten 
arabischen Schriftstellern finden wir eine Relation zwischen 
2 Winkeln und eine Seite. 



28. Verfall der griechischen Geometrie. 

Die Entwickelung der berechnenden Geometrie bei 
den Griechen, die wir soeben verfolgt haben, reichte nicht 
ganz wenig über den Zeitpunkt hinaus, an dem die übrige 
griechische Geometrie ihren Höhepunkt erreicht hatte. 
In den mehr abstrakten, geometrischen und in geome- 
trischer Form dargestellten rein mathematischen Unter- 
suchungen, in denen die Griechen besonders weit gelangten. 
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können wir nämlich eigentlich nach Apollonius keinen 
Fortschritt von grösserer Bedeutung nachweisen. Das ist 
indessen nicht so zu verstehen, als ob die mathematische 
Arbeit sofort nach ihm aufgehört hätte. Der gelegte Grund 
war so sicher, und die angewandten Methoden der Behand- 
lung so fruchtbar, dass es den Schülern der grossen 
Mathematiker, so lange die Zeitverhältnisse es zuliessen, 
leicht gewesen sein muss, in den angefangenen Richtungen 
weiter zu arbeiten. Das ist auch geschehen. Indessen 
ist es leicht erklärlich, dass die Ausbeute dieser Arbeit, 
die sich gerade dadurch, dass sie auf den einfacheren 
Untersuchungen der Meister aufgebaut wurde, auf weniger 
zugängliche und mehr specielle Gebiete erstreckt haben 
kann, in der nun kommenden Zeit des Verfalls weder 
so viel Interesse noch so viel Verständnis hat finden 
können wie die zu Grunde liegenden einfacheren Arbeiten, 
und deshalb verloren gegangen ist. 

In der That liegen denn auch nur vereinzelte Mit- 
teilungen vor über die geometrischen Arbeiten der Nach- 
folger oder Zeitgenossen der grossen Geometer. Von 
Nikomedes und seiner Konchoide haben wir bereits 
gesprochen (S. 82). Von Perseus wird berichtet, dass 
er die sogenannten spirischen Kurven untersucht habe, 
die, wie man annimmt, Schnitte an der Flä<3he waren, 
die durch Umdrehung eines Kreises um eine in seiner 
Ebene liegende Axe erzeugt wird (Wulst). Eine einzelne 
von diesen Kurven ist vielleicht früher von Eudoxus 
untersucht worden, der zur Darstellung der scheinbaren 
Bahnen der Planeten und ihrer Knotenpunkte eine Kurve, 
Hippopede genannt, angewandt hat, die möglicherweise 
dieselbe gewesen ist, die wir jetzt Lemniskate nennen. 
Die Cissoide des Di o kl es ist auch in unseren Tagen be- 
kannt und wird als nützliches Beispiel für die Anwendung 
der Differential- und Integralrechnung auf die Geometrie 



Hut 

^Igelschnitte C^&ts±^ -S. 2: 
Aus dex- naolist;öJCÄ -^<^ 
stammen siehe jrlioifc «.x:i<32:i 

angeführten ResuI^Ät^ö, - die 
riickführen las&Gxx. Eiii-ti^^ 
Perioden entstaxidöx:! s^irx, 
aufleuchtete, uind ^±r^ G±n 
bei. Wir wollen b-i^r Gf±J 
^fötren. Aussex- dex- vor^ ^A. 
Spiralenfläche (&. XSS) J^ 
grenzt von Spiralen, dio ^ 
Kugel dargestellt Te^x-ciozü. 
Inhaltes der Ku^eloI>^x-ÄÄc 
legt. — Die Projelsrtion ^" 
Erzeugende einer Tvijncis< 

Erzeugenden der Grriindfi^^ 

fläche ist ein Quacir»*ri:x^- 

den wichtigen all^emoin^x 

eines Umdrehungsköx-pöxrö 

der Fläche, die von <^* 

wird, und dem Wege, d^^^ 

während der ümdreliun^ ^,^ 

einem späteren Wiecier^^^*^ 

sehen Regel erhalten bat;» 

den Alten benutzten Ä^^^ 

Schwerpunktsbestiram nn^^^ 

nahe gelegen haben. ^^ 

desselben ist jedoch ei» 

Pappus findet sich fern«^^ 

vier Geraden (vergl. S- 2^' 

gewissen Kurve stell* ^^ 

Verhältnis zwischen d^^^ 
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Kurvenpunktes von zwei Gruppen von in beliebiger An- 
zahl gegebenen Geraden einen gegebenen Wert haben 
soll. Das Verhältnis wird in Übereinstimmung mit Eu- 
klids fünftem Buche als ein zusammengesetztes Verhältnis 
dargestellt (vergl. S. 145). Pappus teilt jedoch keine 
Eigenschaften der Kurve mit, die über die Definition 
hinausgingen. Indessen ist die Kurve ein wichtiger Aus- 
gangspunkt für Descartes' analytische Geometrie ge- 
worden. 

Wie interessant auch mehrere der hier angeführten 
Resultate sein mögen, so spricht doch der Umstand, dass 
sich bei Pappus neben den zahlreichen und bedeutungs- 
vollen Mitteilungen über die Arbeiten der alten Mathema- 
tiker, die wir bereits bei unserer Erwähnung von diesen 
in reichem Maasse benutzt haben, keine anderen sonder- 
lich neuen Sätze nachweisen lassen, dafür, dass der Zeit- 
raum zwischen Apollonius und Pappus innerhalb der 
Geometrie keinen Fortschritt von bleibender Bedeutung 
hervorgebracht hat. Dass diese 500 Jahre dann einen 
bedeutenden Rückgang in der Kenntnis und dem Ver- 
ständnis der mathematischen Schätze früherer Zeiten mit 
sich gebracht haben, war zu erwarten. Das erkennt man 
auch deutlich aus den vielen Hülfssätzen zu den alten 
Schriften, die Pappus aus dieser Zwischenzeit aufbewahrt 
hat. Durch die sorgfältige, oft kleinliche Erklärung, die 
diese von Einzelheiten geben, tritt es nämlich deutlich 
hervor, wie wenig man sich den Blick für die Bedeutung 
der Gesamtheit bewahrt hatte. 

Wenn man nun fragt, wie ein solcher Niedergang 
bei einer so gründlich und reich entwickelten Wissenschaft, 
wie die griechische, es war, mögUch sein konnte, so lässt 
sich wohl auf die in der historischen Übersicht genannten 
verschiedenen äusseren Umstände hinweisen, aber diese 
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geben keine genügende Erklärung. Da, wie wir bei 
Papp US sehen, manche ältere Schriften beständig erhalten 
blieben, so könnte man erwarten, dass sich durch diese 
die verlorene mathematische Einsicht hätte wiedergewinnen 
und die unterbrochene Entwickelung hätte wiederaufnehmen 
lassen. Doch geschah das nicht im Altertum, und bei 
den Arabeiii und demnächst bei den Europäern der neueren 
Zeit musste das Studium der Schriften der Alten von 
einer ganz neuen Entwickelung — die zugleich nach 
anderen Richtungen hin fruchtbar war — begleitet werden, 
bevor man sich das, was diese Schriften enthielten, voll- 
kommen aneignete. 

Der Grund für einen solchen Niedergang und für 
das Fehlen der Bedingungen für einen Wiederaufbau ist 
in den Mängeln zu suchen, die in den aus dem Altertum 
überlieferten Schriften selbst enthalten sind. Auf diese 
Mängel haben wir gelegentlich schon hingewiesen, aber 
wir wollen sie noch einmal zusammenstellen. 

Ein Mangel hängt genau mit etwas zusammen, was 
in anderer Beziehung unsere höchste Bewunderung hervor- 
gerufen hat, nämlich mit der ausserordentlichen Sorgfalt, 
mit der man sich durch bestimmte Formen .der logischen 
Unanfechtbarkeit versicherte. Wegen dieser wurde näm- 
lich alles bei Seite gesetzt, was die Zugänglichkeit erleich- 
tem, einen t^berblick verschaffen oder die Absichten bei 
den einzelnen Operationen verdeutlichen konnte. Aller- 
dings erhielt sich bis zu einem gewissen Grade lange das 
Verständnis für das, was durch diese Formen erreicht 
wurde, und zum Teil lernte man sie nachzuahmen; aber 
indem man seine ganze Kraft hierauf verwandte und keine 
Anleitung zu einem allgemeineren Verständnis des ganzen 
Zusammenhanges erhielt, blieb man bei dem Interesse 
für diese Formen und bei einer sparsamen Aneignung 
der einfachsten von den Eigenschaften stehen, die nun 
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einmal in sie hineingelegt waren. Da diese Einzelheiten 
in den bewunderten Formen auftraten, so erhielten sie 
ein solches Gepräge von Vollkommenheit, dass man den 
Mut zu selbständigen Arbeiten verlieren musste. Die Aus- 
beute aus solchen würde nämlich, jedenfalls anfänglich, 
in einer sehr viel weniger vollkommenen Form aufge- 
treten sein. 

Mit der geometrischen Form, die die Algebra und 
die allgemeine Grössenlehre angenommen hatten, war auch 
ein Übelstand verbunden. Sicherlich gab diese geome- 
trische Form an Übersichtlichkeit und Verwendbarkeit 
für wirkliche Ausführung von algebraischen Operationen 
' der jetzigen algebraischen Zeichensprache nicht so viel 

nach, wie ein modemer Leser anzunehmen geneigt sein 
wird. Derjenige, welcher mit dieser Art der Darstellung 
vertraut ist, also die Bedeutung der Figuren kennt, kann 
das Umlegen von ihnen und das Operieren mit ihnen 
i mit derselben Leichtigkeit vornehmen, mit der man jetzt 

; Buchstabenausdrücke versetzt und zusammenzieht, und 

j femer kann er beim mündlichen Unterricht dadurch, dass 

j er auf die Figuren zeigt, die vorzunehmenden Operationen 

seinen Schülern verständlich machen. Das trug dazu bei, 
dass ein vollkommenes Verständnis so lange aufrecht er- 
I halten werden konnte, als sich der mündliche Unterricht 

in Alexandria in Ruhe fortsetzen Hess. Sobald aber diese 
; Ruhe gestört wurde und die durch mündlichen Unterricht 

aufrecht erhaltene Tradition verloren ging, man also allein 
j auf das Studium der sorgfältig ausgearbeiteten Werke 

I angewiesen war, musste ein empfindlicher Rückgang ein- 

treten. Die geometrische Darstellung der Algebra ist 
nämlich nicht leicht zu lesen. Das wird verständlich, 
wenn man festhält, dass Text und Figur bis zu 
einem gewissen Grade jeder für sich auftreten müssen, 
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metik über d^«3_r,^^kt so weit hinaus eu 
tikem enreicbten ^*^phant entgegentritt. 



wie sie uns 
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29. Die spätere griechische Arithmetik; Diophant. 

Die allgemeine wissenschaftliche Grundlage für die 
griechische Arithmetik haben wir aus dem 7teii — 9ten 
Buche Euklids kennen gelernt. Wenn nun auch diese 
Grundlage nicht den Umfang und die wissenschaftliche 
Sicherheit besitzt wie der in den übrigen Büchern gelegte 
Grund für die Geometrie und die in geometrischer Form 
gegebene allgemeine Grössenlehre, so ist dennoch dieselbe 
allgemeine Form beibehalten. Obgleich die Rede von 
Zahlen ist, werden die Sätze nicht durch Zahlenbeispiele 
verdeutlicht. Ohne die Behandlung vieler solcher Zahlen- 
beispiele kann die allgemeine Theorie jedoch nicht ent- 
standen sein. So haben die Pythagoreer sicherlich bereits 
viele Beispiele für die sogenannten vollkommenen Zahlen 
gekannt. Über verschiedene andere Zahlenformen, nament- 
lich die Polygonalzahlen, mit denen man sich frühzeitig 
beschäftigte, haben wir bereits gesprochen, als wir die 
geometrische Arithmetik schilderten. Derartige Unter- 
suchungen sind sicherlich in früheren Zeiten mit der 
praktischen Ausrechnung solcher Zahlen verbunden ge- 
wesen. Endlich haben wir gesehen, dass eine Klasse von 
zahlentheoretischen Untersuchungen frühzeitig die Auf- 
merksamkeit auf sich zog, nämlich solche, die die An- 
wendung der allgemeinen Lösungen der Gleichungen zweiten 
Grades auf numerische Gleichungen betrafen. Man unter- 
suchte die Bedingungen dafür, dass Zusammensetzungen 
von Zahlen zu rationalen Auflösungen der quadratischen 
Gleichungen führten, also die Bedingungen dafür, dass 
gewisse Zahlengebilde Quadrate werden. Das muss in 
der Regel bei der Behandlung solcher Gleichungen ge- 
^ schehen, die wir jetzt unbestimmte Gleichungen zweiten 

\ Grades nennen. Wir haben auch gesehen, dass diese 
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sich bei der genäherter^ Axxs^i«t,^^g aerOu 
aus einzelnen bestimmten Zalilen. w£ 2 K i 
Indessen haben wir in der ältere« ^ ^-' ""^ 

doch nur einzehie Beispiele für «Srt'^"*""" ' 
chungen gefunden; wir l^et*«:^ si« ^y^^^ ™' 
den Anfang einer Riclafciiis, i^ <aLer es die öri 
wir bald sehen werden, sr>äter setir viel weitem 
Das Interesse, das zuerst: dvircst». <ien AVvmsch 
nalen Lösungen geweckt -«^orcien. -ssrar. liat sich ( 
den unbestimmten GleicliT:mge>n. seilest ssugewec 
Ein Beispiel dafür, dsiss man auch wä 
alexandrinischen Zeit p»ra.ls:i:±solae XJntersvichu 
gewisse Klassen von ganzen ^alxlen f ortgesetz 
in dem Berichte darüber, -wt.« £:r a^tostlienes 
Primzahlen aufgezählt lia-t xxiit Hülfe der M< 
man «das Sieb des Era.t o s ti tt. ^ n. ^ s » Ccsribrum. E 
nennt. Man schreibt zviers-fc «ixe ganze Zahl 
weit auf, als man in seiner Untersnchung | 
streicht darauf jede zweite Z.&lcx\, indem man 
ginnt, jede dritte, indenn xna-n nait 6 beginnt, ji 
indem man mit lO beginnt, X3.. s- "w. Die Zt 
dabei nicht «ausgesiebt» vi^erden, sind I»rimzaM 
Man schreibt dexn ^rchimedes eine v« 
arithmetische Aufgabe über <aie Ocbsen des H 
aber vielleicht mit Unrecht- üa^^gen haben wii 

Vorhergehenden gelegentliofa eine andere zah2entfae< 
^ . 6 & --_^,^ ^-rir die er gerade 

Bestimmung ausführen «^*^^:„^i^^^a„g der Sum 
düng hatte, nämlich da« ^"^"^SUetfn Summen 
ersten Quadratzahlen. I>^« ^^-^eoxnetrisohen Ari^ 
ein Beispiel für die unter ex ^^f^^^ für eoiche. cb 
erwähnten Pyramidalzablen, » Q.rundfläche entsp 
Pyramide mit q"««^'^^**^*'*^^ g^j^^vvierigfeeit zu der . 
Diese fähren zugleich. oixixG -t-tiezx. 
nung der übrigen Pyra.mi»^' ^ ^g. 
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Wir sehen also, dass Nikomachus, dem wir nament- 
lich unser Wissen von der Bekanntschaft der Alten mit 
figurierten Zahlen verdanken, nicht nur mit Bezug auf 
die Polygonalzahlen, sondern auch auf die Pyramidalzahlen 
auf dem weiter bauen konnte, was von den Zeiten der 
grossen Mathematiker her bereits vorlag. Neben der Lehre 
von diesen Zahlen findet sich bei ihm eine Beobachtung, 
die eine Fortsetzung des bereits den Pythagoreern be- 
kannten Satzes über die Bildung der Quadratzahlen aus 
Summen der ersten ungeraden Zahlen darstellt. Diese 
besteht darin, dass sich auch jede Kubikzahl als Summe 
von aufeinander folgenden ungeraden Zahlen darstellen 
lässt. Der in der Formel 

n3 =(n2 — n 4 1) + (n* — n + 3) + . . . + (n« -{- ,1 — 1) 

ausgedrückte allgemeine Satz scheint dem Nikomachus 
jedoch nicht vollständig bekannt gewesen zu sein. 

In Verbindung hiermit sei noch angeführt, dass wir 
durch einen viel jüngeren römischen Schriftsteller wissen, 
dass man im Altertum die ersten Kubikzahlen hat sum- 
mieren können, also gewusst hat, dass 

18 4.28 + 38+...+n8 = (^^^^^y. 

Dieses Resultat kann aus dem oben genannten abgeleitet 
worden sein. Bei einem arabischen Schriftsteller findet 
sich jedoch ein anderer Beweis, der durch seine geome- 
trische Form griechischen Ursprung verrät, und der gleich- 
zeitig zu dem Satze bei Nikomachus und zur Summa- 
tion der Kubikzahlen geführt haben kann. Dieser lässt 
sich in der Sprache der jetzigen Algebra folgendermassen 
wiedergeben: 
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(l + 2 + ... + /i)2-(l. + 24-... 
n(n+l) n{n — Y) 

2 ' 2 — 

zugleich ist aber zu beachten, dass die 
den beiden Quadraten nach ge^wölinl 
Weise als ein Gnomon dargestelVt ^w 
den beiden Rechtecken 



Tt — 



und n (1 4- 2 + . . . 4- n X^ === 

besteht. 

Bis gegen 300 n. Chr. fiia^iexi sieb 
streute Beiträge zu einer i^v^eitexei^. Exrit^ 
den besten Zeiten der Geome'trio loetai 
und selbst von diesen Beiträgoxi ^wissei i 
früh das Mitgeteilte bekann-t ge^wesexi. Ib 
phant von Alexandria l>egegnen. ^wii: e i 
grösserem allgemeinem Inteiresse. Sein, i: > 
metisches Werk zeigt uns Sorten dex- gi-: 
matik, von denen wir in den xins ert . 
der älteren Mathematiker ximr die eirsten i 
Anfänge haben kennen lernen. A.llef<ii 
retische Grundlage dieses ^ATexlsies diese 
Euklid gefunden haben, xxn.d Ireiliclx ü 
Diophants interessanten TJn.tersncli.vinge 
dem früher erwähnten, aTxs stlteren Ze 
Bestreben irrationale Grössen zn verrne 
Untersuchungen werden von Wxctx in ein« 
bekannten Umfange vorgenommen. X)w 
Beispiele für bestimmte Aiafgaloen^ axifen 
•stark variierenden Formen zn Olexclanng 
Lösungen führen, nnd ei^ T3rixxgen xlan 
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zahlreiche unbestimmte Aufgaben zu stellen, bei denen 
es darauf ankommt rationale Lösungen zu finden. In 
seiner ganzen Darstellung findet sich femer gegenüber 
den älteren überlieferten Darstellungen der grosse Unter- 
schied, dass er beständig nur specielle Zahlenaufgaben 
behandelt und nur die zu diesen gehörenden Zahlenopera- 
tionen mitteilt, ohne allgemeine Sätze aufzustellen. Da 
bei ihm nicht nur die gegebenen Zahlen rational sind, 
sondern auch die gesuchten rational sein sollen, so bedarf 
er der geometrischen Darstellung keineswegs in demselben 
Maasse wie sie bei solchen Untersuchungen notwendig 
ist, deren Resultate- auf beliebige Grössen anwendbar sein 
sollen, einerlei ob diese sich durch. Zahlen (d. h. ratio- 
nale Zahlen) darstellen lassen, oder nicht. Er benutzt 
wohl die von der geometrischen Darstellung entlehnten 
Benennungen, wie Rechteck für Produkt, aber dass die 
behandelten Grössen doch nur Zahlen sind, das geht z. B. 
daraus hervor, dass die geometrische Homogenität nicht 
aufrecht erhalten wird; so wird bei ihm ohne weiteres 
eine Seite zu einer Fläche addiert. 

Di op haut legt sogar so wenig Gewicht auf formelle 
Allgemeingültigkeit, dass er durchgehends, wenn in einer 
Aufgabe im allgemeinen gesagt wird, dass eine gewisse 
Zahl einen gegebenen Wert haben soll, dieser sofort einen 
bestimmten Wert beilegt; mit diesem rechnet er dann 
zunächst, so dass die vorgelegte allgemeine Aufgabe nur 
insofern gelöst wird, als man aus dem gewählten Beispiel 
schliessen kann, wie man im allgemeinen zu verfahren 
hat. Dass dies sein wirklicher Zweck ist, und dass er 
nur aus Mangel an einem Zeichen für eine bekannte 
aber beliebige Zahl dahingebracht ist diesen bestimmten 
Wert einzuführen, das erkennt man daraus, dass er in 
solchen Fällen, wo sich nicht jede Zahl benutzen läflflt, 
dies ausdrücklich in einem Diorismus zu der betrefienden 
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verlangen muss: einen rascheren und bequemeren Über- 
blick zu gewähren, als man ihn durch eine Daxstellung 
in Worten erhalten kann. 

Die Unbekannte wird durch den Buchstaben g be- 
zeichnet, der gewählt werden musste, weil er allein keine 
bestimmte Bedeutung als Zahl hatte. Ihre Potenzen bis 
zur sechsten hinauf werden durch Abkürzungen der grie- 
chischen Wörter für Quadrat u. s. w. bezeichnet, und 
ähnliche Bezeichnungen werden für Brüche gebraucht mit 
dem Zähler 1 und diesen Grössen als Nennern. So er- 
geben sich Bezeichnungen für 

X—^y X—^y X—^y X—^y X - '^ y X'^y Xy X^y X^y X^y X^y X^ 

ausser einer besonderen Bezeichnung für Einer (also für a?^). 
Mehrgliedrige Grössen, die aus den hier genannten und 
mit ZahlenkoefEcienten multiplicierten Grössen zusammen- 
gesetzt sind, lassen sich dadurch auf eine leicht übersicht- 
liche Weise aufschreiben, indem man die zu addierenden 
Glieder unmittelbar neben einander setzt und ein umge- 
kehrtes xp wie unser Minuszeichen gebraucht, und einander 
gleich setzen. Es werden bestimmte Regeln für die Multi- 
plikation der oben genannten Potenzen gegeben, und da- 
durch lassen sich wieder mehrgliedrige Grössen multipli- 
cieren. Gleichfalls versteht Diophant aus Gleichungen 
neue Gleichungen dadurch zu bilden, dass er Glieder, 
Faktoren und Divisoren von der einen der beiden gleichen 
Grössen zu der anderen hinüberbringt. 

Ein wesentlicher Übelstand bei dieser Zeichensprache 
liegt darin, dass es nur ein Zeichen für eine einzige Un- 
bekannte giebt und daneben wieder besondere Zeichen 
für deren verschiedene Potenzen. Eine Erweiterung auf 
zwei Unbekannte wüi-de eben, weil die letzten Zeichen 
besondere sind, 12 neue Zeichen erfordern, und an solche 
ist gar nicht gedacht worden. Indessen giebt, wie es so 
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oft zu geschehen pflegt, die Mangelhaftigkeit des Werk- 
zeuges Gelegenheit persönliche Fertigkeit zu zeigen. Solche 
Fertigkeit legt Diophant an den Tag, nicht nur durch 
Benutzung der oben angeführten Versuchswerte für die 
Unbekannten, die er nicht benennen kann, sondern auch 
auf andere Weise. Wenn in einer Aufgabe mehrere un- 
bekannte Grössen vorkommen, die nach verschiedenen 
Angaben bestimmt werden sollen, so wählt er unter diesen 
Unbekannten diejenige, worauf er seine Bezeichnung — 
die wir hier x nennen wollen — anwenden will, so, dass 
er von Anfang an die übrigen durch diese ausgedrückt 
erhalten kann. Zugleich muss angeführt werden, dass 
die Bezeichnungen nicht die ganze Aufgabe hindurch fest- 
gehalten werden. So kann eine Unbekannte da sein, die 
von Anfang an x genannt wird, in den folgenden Zwischen- 
rechnungen kann eine zweite und dritte ebenso genannt 
werden, und wenn man nach der Bestimmung von diesen 
wieder zu der Hauptaufgabe zurückkehrt, so wird die 
erste Unbekannte wieder ebenso genannt. Aus diesen 
Bemerkungen ergiebt sich, dass Diophant im wesent- 
lichen dasjenige, was wir Eliminationen nennen, im Kopf 
ausführen und in Worten darstellen musste; aber gerade 
dadurch erhielt er Übung darin seine Unbekannten so zu 
wählen, dass die Elimination so einfach wie möglich 
wurde. 

Man könnte glauben, dass das Fehlen von mehr Be- 
zeichnungen für die Unbekannten besondere Unzuträglich- 
keiten für die unbestimmten Aufgaben mit sich führen 
würde. Das ist jedoch nicht der Fall, denn diese laufen 
gewöhnlich darauf hinaus, dass eine zusammengesetzte 
Grösse ein Quadrat sein soll oder dergleichen. Für die 
Quadratwurzel u. s. w. hieraus bedarf es dann keiner 
besonderen Bezeichnung. 
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Diese unbestimmten Aufgaben, für die rationale 
Lösungen gesucht werden, verdienen die grösste Aufmerk- 
samkeit in Diophants arithmetischer Arbeit. In der 
Regel betrachtet er es jedoch nur als seine Sache eine 
einzige Lösung der Aufgabe zu finden, und nicht eine 
solche allgemeine Lösung, in der alle möglichen einzelnen 
Lösungen einbegriffen sind. Auf diese Beschränkung darf 
man jedoch kein zu einseitiges Gewicht legen, wenn man 
recht verstehen will, was Diophant mitzuteilen hat. Sie 
beruht nämlich in der Regel darauf, dass er auch hier 
den Hülfsgrössen, durch welche die Aufgabe gelöst wird, 
sofort bestimmte Werte beilegt; er hat dann aber hier 
ebenso gut wie in den früheren Fällen sehen können, 
dass man auch andere Werte der Hülfsgrössen hätte be- 
nutzen können. Dies ausdrücklich zu erkennen zu geben 
findet er Gelegenheit, wenn eine auf eine gewisse Weise 
gebildete Grösse zu gleicher Zeit ein Quadrat sein und 
noch eine andere Bedingung erfüllen soll. Da genügt es 
nicht, der Hülfsgrösse, die sie zu einem Quadrat machen 
soll, einen bestimmten Wert zu geben; diese wird dagegen 
selbst eine unbekannte Grösse a?, und durch diese muss 
Diophant dann im allgemeinen die ursprünglich gesuchten 
Grössen ausdrücken, um hinterher x durch die zweite ge- 
gebene Bedingung zu bestimmen. 

Von den unbestimmten Gleichungen, zu deren Lösung 
Diophant Gelegenheit erhält, gehören eine grosse Menge 
unter die Formen 

y^^a^x^-i-bx + c (1) 

und y^=ax^ -\-bx + c^. (2) 

Die erste wird, indem wir, um die Darstellung abzukürzen, 
die jetzige Zeichensprache zu Hülfe nehmen, dadurch ge- 
löst, dass man y=zax-\- z setzt, die letzte dadurch, dass 
man y=^zx-{'C setzt; danach lässt sich x leicht rational 
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durch z ausdrücken, und z kann seinerseits alle rationalen 
Werte annehmen (nur dürfen diese keine Grösse negativ 
machen). Man sieht, dass die angewandten^Suhstitutionen 
dieselben sind, die jetzt benutzt werden um irrationale 
Differentiale rational zu machen. 

Auf die letzte der angeführten Gleichungsformen 
lassen sich die zusammengehörigen Gleichungen, oder 
wie Diophant sagt «die doppelte Gleichung» 

zurückführen. Ja das letzte Glied braucht nicht einmal 
in beiden Gleichungen dasselbe zu sein, wenn es nur eine 
Quadratzahl ist; denn dann kann man es dahin bringen, 
dass es denselben Wert erhält, indem man die eine Glei- 
chung mit einem Quadrat multipliciert. Der Einfachheit 
wegen haben wir angenommen, dass dies bereits geschehen 
sei. Durch Subtraktion der Gleichungen erhält man, 
wenn man zugleich x durch z ausdrückt, 

c c 

Setzt man hierin z=^t-\-hy so erhält man 

tmd diese Gleichung ist von der oben stehenden Form (2). 
Durch andere ähnliche Kunstgriffe hat Diophant 
auch gewusst wenigstens einzelne rationale Lösungen von 
anderen zusammengehörigen Gleichungen zu finden, die 
in den Formen 

y'^ = ax^Arbx-\-c,\ 
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einbegriffen sind, jedoch nur von solchen, bei denen 
gleichzeitig c und /, oder a und d Quadratzahlen sind. 
Da wir wie erwähnt nur durch die Behandlung einer 
Reihe einzelner Aufgaben erfahren, wie Diophant im 
ganzen verfahrt, so wird es zweckmässig sein ein Beispiel 
von einer solchen Aufgabe und ihrer Behandlung zu geben. 
In der 6ten Aufgabe des 6ten Buches wird ein solches 
rechtwinkeliges Dreieck gesucht, dass die Summe aus dem 
Inhalt und einer Seite, ausgedrückt in (rationalen) Zahlen, 
eine gegebene Zahl ist. Um es deutlich zu machen, wo 
Diophant seine Zeichensprache gebraucht und wo nicht, 
wollen wir bei der Wiedergabe x und a?* statt Diophants 
eigenen Zeichen schreiben, während die übrigen Buch- 
staben Zahlen ausdrücken, von denen Diophant in ge- 
wöhnlichen Worten spricht. Die Aufgabe läuft dann dar- 
auf hinaus rationale Werte von A, B und C zu finden, 
die den Gleichungen 

yl2 + B« = C« 

und \AB^A = a, 

wo a eine gegebene Zahl bedeutet, genügen. Dieser Zahl 
a giebt Diophant jedoch sofort den Wert 7. Versuchs- 
weise wird darauf -4 = 3 a?, B=4a?, C=5a? gesetzt, 
wodurch der ersten gegebenen Gleichung genügt wird. 
Die zweite liefert dann 

6a?2 + 3a? = 7. 

Die Bedingung dafür, dass diese Gleichung rationale Wur- 
zeln haben soll, ist die, dass | + ^ • 7 quadratisch ist. 
Das ist zwar nicht der Fall, aber die Rechnung mit den 
bestimmten Zahlen hat Diophant Gelegenheit gegeben 
zu sehen, wie diejenige Grösse, die ein Quadrat sein soll, 
aus Grössen zusammengesetzt ist, die den Seiten des Drei- 
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ecks proportional sind. Er erreicht also dasselbe, was 
wir erreichen würden, indem wir 

A=ax^ B = ßXy C^=yx 

setzen, nämlich dass die Bedingung, 

a^ . aß „ . r\ j X 

-r + -TT" • 7 = einem Quadrat, 
4 2 

die Bedingung für rationale Lösungen ist. 

Da es nur auf das Verhältnis der Seiten ankommt, 
so kann man hier a = l setzen. Diophant wählt dar- 
auf vorläufig ß zur Unbekannten o?, und als Ergebnis aus 
den versuchweise gewählten Werten erhält er dann, dass 

1-f 14a? = Z)2. 

Nach der ersten gegebenen Gleichung soll zugleich 

sein. Diese zusammengehörigen Gleichungen gehören unter 
die oben angeführte allgemeine Form (4). Nachdem Dio- 
p"hant hieraus die Gleichung 

a?(a?— 14) = ^— 2)2 

abgeleitet hat, schliesst er, offenbar dadurch, dass er die 
rechte Seite in Faktoren zerlegt und 

E-[-D = x, E—D = x—U 

setzt, dass D die halbe Differenz der Faktoren oder gleich 
7 ist, und danach wird x^=^. 

Dieser letzte Wert stellt das Verhältnis zwischen den 
Katheten dar. Indem darauf Diophant x eine ähnliche 
Bedeutung annehmen lässt wie ursprünglich, setzt er in 
die zweite gegebene Gleichung 

A = lx, B=24a? 

ein; daraus ergiebt sich 
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7.12a?2 + 7a? = 7, 
woraus a? = J, -4 = |, B=ß und C=^. 

Um eine deutlichere Vorstellung von Diophants 
zahlreichen Aufgaben zu geben, wollen wir noch aufs 
Geratewohl ein paar Beispiele auswählen und kurze An- 
gaben aus seinen Lösungen hinzufügen. 

n, 20. Drei Quadratzahlen von der BeschafEenheit 
zu finden, dass die Differenz zwischen der grössten und 
mittleren in einem gegebenen Verhältnis zu der Differenz 
zwischen der mittleren und kleinsten steht. — Nennt 
man die kleinste a?^, die mittlere (pe-^a)^, so wird die 
grösste 

(a? 4- ay + m[{x + a)^ — x^]. 

Dass diese ein Quadrat sein soll, wird durch eine Glei- 
chimg der oben angeführten Form (1) ausgedrückt. Dio- 
phant begnügt sich mit m=3 und a=l. 

in, 2. Drei Zahlen von solcher Beschaffenheit zu 
finden, dass das Quadrat ihrer Summe neue Quadrate 
giebt, wenn man jede der Zahlen dazu addiert. — Dio- 
phant lässt die Summe x sein. Die Bedingungen sind 
dann erfüllt, wenn die Zahlen (a^ — l)a?2, (b^ — 1)0?^ 
und (c^ — l)a?2 sind, und wenn 

(«2 — l)a?2 + (b^ — l)ar2 + (c« — l)a?2 =a?, 

woraus sich ein rationaler Ausdruck für a? ergiebt. Dio- 
phant nimmt für a, b und c nur die Werte 2, 3 und 4. 
IV, 27. Zwei Zahlen von der Beschaffenheit zu finden, 
dass ihr Produkt, vermehrt um jede der Zahlen, ein Kubus 
wird. — Diophant setzt die erste Zahl gleich a^ x (und 
wählt für a den Wert 2), die zweite gleich x^ — 1, wo- 
durch die eine Bedingung unmittelbar erfüllt wird. Nun 
soll aber noch 

w3 = ^3 ^.3 _[_ ^.2 ^3 aj — 1 
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man unbestimmte Cprleictiviiisen ex-sten Grades, die äs^ 
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er trägt nur Sorge dafür- aiiisugebeii, wie die eine UrM-t^^ 
kannte durch die andei-«? ausg-edrilcJct wird, da dieRa*^*^ 
nalität von dieser diejenJ^e <l«'" anderen mit sich bri»^"*^ 
Kese Aufgaben wurden fiii' den iferausgeber Diopha « *^ •" 
im 1 7ten Jahrhundert Baclx^i^ de M 6 z i r i a c , die Vera, x^ 
Fassung, selbständig die ZTz-ag"^ '^«*^*' ganzen Auflösung:^" 
zu stellen und diese AtifÄ«t>« ^" lösen. foie war jedo*^» 
-hon froher vonTndtcJi" Sol.««ateIIern gelöst, w..^ 
Buchet nicht wosste. 
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Nun erhebt sich die Frage, wieviel von Diophants 
Arbeit von ihm selbst herrührt, und wie alt das übrige 
ist. Um dies zu beantworten hat man nicht viele An- 
haltspunkte. Wir haben hervorgehoben, dass man bereits 
zu der Zeit, wo die übrige griechische Mathematik ent- 
stand, einzelne Aufgaben von derselben Natur behandelt 
hat wie diejenigen, die Dioph^nt beschäftigen. Dass 
uns in den überlieferten Schriften nicht mehr entgegen- 
treten, lässt sich sehr wohl durch den Umstand erklären, 
dass sie nach der Natur dieser Schriften nicht in sie hin- 
ein gehörten. Indessen glaube ich nicht, dass viele von 
Diophants Aufgaben aus dieser Zeit herstammen. Denn 
wir haben nicht den Eindruck erhalten können, dass die 
älteren griechischen Mathematiker die Rechenfertigkeit be- 
sassen, die uns bei Diophant entgegentritt. Auf der 
anderen Seite rührt eine so grosse Sammlung verschieden 
gearteter Aufgaben, wie diejenige des Diophant, sicher- 
lich nicht von einem einzelnen Manne her. Deshalb liegt 
die Annahme am nächsten, dass die Bildung dieser Auf- 
gaben auf einem sehr frühen Standpunkt begonnen hat, 
wahrscheinlich gleich nach der Entdeckung der irratio- 
nalen Grössen, und sich dann über die Zeit hinaus, wo 
sonst die Entwickelung der griechischen Mathematik in 
Stillstand geraten war, fortgesetzt hat, vielleicht bis zu 
Diophant hinauf, der in dieser Beziehung recht wohl 
grosse persönliche Verdienste gehabt haben kann. Dass 
eine solche Fortsetzung der Entwickelung bei einem ein- 
zelnen Zweige der Mathematik hat stattfinden können, 
kann darauf beruhen, dass die hierfür wichtige Rechen- 
fertigkeit sich nach und nach entwickelt hat, teils wegen 
der Bedürfnisse der Astronomie und teils durch Berüh- 
rung mit einem anderen Volke, den Indern. Mit diesen 
trat namentlich Alexandria durch seinen Handel in Ver- 
bindung. Wie wir sehen werden besassen nämlich die 
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*=*tellen und xni^ ihnen zu rec^ \^\ ^ 
besonders durch die Hanciej *^ ^ 
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^i^l Jüngeren ! ''*'° ^«^jenigen abweicht, di- -;^ 
"ne erJiXn •'"'^^''^^" Schriftstellern, derer. f^^'^i 
Entlehnung et ^"*^^^«"' «° brauchen -^^^^^S^-^I^S-H 
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oder In: ^^'^ riol>ekar.r.t,er. Zs^lxlen anAe^^V 4./'^"^*f 
mal V^ °"'" selbst festlialten will. Ha^*^ri^*, ^ <* 
niedergeschrieben, so wir<i ilix grosset .v^^^* ^' 

hab^ n-^^"^'^^<^^ -^ gewix.x.er. siel, von ^f^a ^^^'P^ 
du h . ^^P^aiits Zeiol:xejnsx>:rstoVk€5 \>ravicW. *^^ j> J^-^ 

rch eine successive E:i:x-tA?\ri.o:feLe.l\jLng exitsV.atx**^;^ ^^ 

le kann sehr wohil >^oi=l lliLrxi sellosti o^ex e^B^^ ^^^ 

^ orgänger herrüKren. . ^^ ^^ t 

Endlieh wollen -wlxr \>öTrölt:,s Irilex eixien ^ ^^<^ 7 ''^^ ^ 
Bedeutung werfen , dLiej T>lox>^tLSLn-ts A.x\>e\teti ^V^^ i '^ # 
ll^aben. Die nu.mein.so'kxej .TBetaoYxsLfEonVxeit, ^m^^^ 
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sie denjenigen viel leichter zugänglich machen, die nicht 
von vornherein in die griechische Mathematik eingeweiht 
waren, und zwar leichter zugänglich als die abstrakten 
geometrischen Formen, in denen namentlich die Gleichun- 
gen zweiten Grades bei Euklid vorkommen, und in 
denen diese und Gleichungen ersten Grades in den über- 
lieferten Schriften anderer geometrischer Schriftsteller an- 
gewandt werden. Deshalb war es im wesentlichen Dio- 
phant, von dem aus die griechische Algebra zu den Ara- 
bern verpflanzt wurde, von denen aus sie wieder beim 
Wiedererwachen der Wissenschaften in Europa hierher 
zurückkehrte. Wieviel Einfluss Diophant s Behandlung 
der unbestimmten Gleichungen auf diejenige der Inder, 
die wir bald erwähnen werden, ausgeübt hat, weiss man 
nicht; arabische Schriftsteller haben in der von ihm an- 
gegebenen Richtung weiter gearbeitet, und in Europa 
nahmen zahlentheoretische Studien einen neuen Auf- 
schwung, als man solche nicht nur durch die Araber 
kennen lernte, sondern auch mit Diophants eigener 
Arbeit bekannt wurde. In dieser Beziehung genügt es 
daran zu erinnern, dass Fermat den Diophant sehr 
gründlich studiert hat. 
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1. Kurzer Über\)\ 

Wir wenden uns nun der ind-XBobieiL 
in ganz anderen Ricbtungexi sl\& ^i^ 
ausserordenüicben Einäuss aixf <iiö lErxtrw^ 
matik ausgeübt bat. Dieser IEIxxätx©» . 
wohl am meisten durch iinxrxlt»'teVfc>SLxe 
dischen Rechenkunst geltend g^xria.o"ti^t, \xtx 
Grade durch die Schriftstellexr, <ile> ^wi 
wollen. Immerhin sind es j^cLoolcx Aieet 
unmittelbarste Kenntnis dessoxi -vöxÄarols:e 
sehen Mathematiker überhstTxl>ti -vv"CLeet:»öXL \ 
Die Schriftsteller haben ixxx Sa.n»ls:x:it. ge^ 
Sprache, die damals schon eix^e^ -to-fce^ ^lE» 

aber von den Brahmanen l>^^ x-el-ig^ööe^xx xxn. 

liehen Arbeiten angewanati A?v--t:xxr<ie , ^lo^Tife 

von den Europäern das LiÄt>^ixi.3-S<3r:i-^- 

Die ältesten von diesen S<3lci-xri^t;a^,e.\l^xT^ 

trieche Regehi für die Anla-S® voxx Texn^^Xxi, 

lieber Art sind wie die voxx ci«xi aa-Tri^^v 

alten Ägypten benutzten (S J- -^^- <3Lxxrv 

wir mehrere Spuren der I^^^^^"^ 

chische Geometrie, nainerx't>Xi<3Jci. 

mungen, die wir von d^^^ 
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kennen. Im übrigen müssen wir bei den indischen Astro- 
nomen die Kenntnis von denjenigen Seiten der indischen 
Mathematik suchen, die durchgreifende Bedeutung erlangt 
haben. Diese Kenntnis wird entwickelt um der Astro- 
nomie zur Hülfe zu kommen, oder sie tritt gar nur 
gelegentlich innerhalb der Darstellung der Astronomie 
hervor. 

Das letzte gilt namentlich von einer Schrift Sürya 
Siddhänta aus dem 4ten oder 5ten Jahrhundert n. Clir , 
deren Verfasser nicht bekannt ist. Aryabhatta, ge- 
boren 476 n. Chr., hat in ein astronomisches Werk 
einen mathematischen Abschnitt mit aufgenommen. Von 
grösserer Bedeutung in mathematischer Beziehung sind 
das 12te und 18te Kapitel in einer grossen astronomischen 
Schrift von Brahmagupta, geb. 598. Eine vollständigere 
Kenntnis der Einzelheiten der indischen Mathematik er- 
halten wir durch die weit jüngeren beiden mathematischen 
Arbeiten des Bhäskara Acärya (des Grelehrten), geb. 
1114, welche die Titel Lilävati (die Schöne) und Vija- 
ganita (Wurzelberechnung) tragen. Die erstere behandelt 
etwa das, was wir Rechenkunst und Arithmetik nennen, 
der Inhalt der zweiten entspricht so ziemlich unsere 
Algebra. Der Name des ersten dieser Werke ist wohl so 
zu verstehen, dass die Rechenkunst selbst, die in den 
Aufgaben in sehr poetischen Ausdrücken angeredet wird, 
die Schöne genannt wird. Diese Anrede stimmt gut zu 
dem poetischen Schwung, den die Aufgaben oft haben. 
Übrigens giebt es eine Legende, nach der es die eigene 
Tochter ist, die Bhäskara durch die anziehenden 
Rechenaufgaben über eine bittere Enttäuschung trösten will. 

Wenn auch die Inder eine uralte Astronomie gehabt 
haben mögen, die sich vermutüch an die chaldäische 
angeschlossen hat, so zeigt doch bereits Sürya Siddhänta 



^- Klujrzer ÜberbJi 

mcS^l,-^>!l alter« srxecl^soiLe Aetro 

mehr aussohoiciexx lassen. Griechisc 

mdxsoho iCultxix- und x:imgei:ehrt 

ruck bis auf ^^lezsianders Zug nach J 

später fortigesotJÄt; ±g±1& dui-oh einzelne] 

^i^ tiaradelsvex-birzKixzm^oxi, für die A]( 

pnrxkt TPV^ar. IZ>±& den Q^rieohen bekann 

Sätze nrid Ol>^ir^'tic>xi^r:i , die Tvir auc 

treffen, ^veir<lank^n di^se ^e-wiss jenen, 

^wi ekeln daxdri S^it^n, die eine sehr v 

niamerische IBelxa-xidluri^ erfoi-ciexxi, aJs 

ihrer istreng tlieoir^tisolieia JBehan dl ujngjen^ 

ITür eine soloho JSehandlung^ sclieiiien , 

Sinn gelial>t ztx liafoesn, aber dafür wäre 

ständig frei von. d^n .Becienker», weiche 

Mlathematiker d^Ll^ii^ br^chtt^rt, die wirkli 

in ZatLlen deshalb :föx- gexdnger zu halte 

nnr zn einer ^nnalxoj-un^ £iltärt. NumeriB. 

nna die dadnrofa ex-iiaJtene praktische P 

Gegenteil für dio Xnder das wirkliche M 

^nd Methoden an^neignen, von deren e 

griindr^ng sie dio B^doni^nng kauo. vollstan 

nieder, sondern e:.« ^^ff^ «tif die Figur hi 

duxclx das Wort ««r^';„^^ der Griechen . 

der vrirklichen ^^^^'^^^^S^aeutung als die 

Von weit gjr&ee&rer^ ^^^ jVfatbematik c 

die verschiedene Z'W-&:iS^ -uroerisclie Berechn 

den Indern an^e"*^«'**^*'^ der Z&iileii und 

ißt jedoch die S<'^''^^*'"'j^r,ken. Es ist di 

kunst, die wir ibn^rx Y^^i^^^ert für die ein 

bung der Zahlen Joo^*' ^*^ 
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(«Positionssystem»), die wir heutigen Tages benutzen, und 
im wesentlichen dieselbe daran angeschlossene mecha- 
nische Ausführung der Berechnungen. Leider ist nur 
wenig darüber bekannt, wie dieses System sich gebildet 
hat, da die zur Vollendung des Systemes dienende zehnte 
Ziffer sich bereits in Sürya Siddhänta findet. Viel 
älter scheint das Positionssystem jedoch nicht zu sein, 
wenn auch die neun ersten, eigenen Wert besitzenden 
Ziffern auf weit älteren Inschriften vorkommen. Etwas 
weitere Aufklärung über die frühere Behandlung der 
Zahlen bei den Indern lässt sich jedoch insofern in der 
überlieferten Litteratur finden, als ältere Methoden Zahlen 
zu schreiben oft beibehalten sind, entweder aus Pietät, 
pder wegen der besonderen Vorteile, die durch diese 
Methoden des Schreibens sich darboten; auf diese Weise 
aber kann man nur ein sehr unvollständiges Bild von 
der Vorgeschichte des Positionssystemes bei den Indern 
erhalten. Diesem Mangel wollen wir dadurch etwas ab- 
zuhelfen versuchen, dass wir der Darstellung des Positions- 
systemes bei den Indern einen ganz kurzen Überblick 
über dessen allgemeine Vorgeschichte als Einleitung 
voranschicken. Wenn wir in aller Allgemeinheit die 
Hülfsmittel erwähnen, deren man sich bei der Berechnung 
von Zahlen vor der Erfindung des Positionssystemes, oder 
doch bevor dieses an den betreffenden Stellen bekannt 
wurde, bediente, und wenn wir unter diesen die ziemlich 
dürftigen Mittel berühren, mit denen sich selbst die 
Griechen begnügen mussten, so werden wir jedenfalls 
eine Vorstellung davon geben können, wie grosse Schwie- 
rigkeiten es verursacht hat zu diesem System zu gelangen. 
Von wie grosser Bedeutung dieses System ist, keineswegs 
allein als Teil der Mathematik, sondern für die Menschheit 
in den alltäglichsten Dingen, bedarf keines näheren 
Nachweises. 



2. Zahlen vor und bei 



2, Zahlbenennung, Zahlbeze 
rechnen vor und bei 

Wenn eine Mutter einen Aj 
7 Kindern nehmen will, so brau« 
zu kennen. Ebenso wenig brau< 
2 . 7 = 14, um jedem Kinde zw€ 
ganz einfach je einen oder zwei 
Sie kommt dem ZahlenbegrifEe n 
hat, dass sie im ersten Falle eitie 
der einen Hand und für den er\ 
der andern Hand nehmen miiss. 
mit den Dingen zu thun h.aberx, 
viele sein sollen, werden für sie 
für die Anzahl von diesen. 

Dass die Völker sicli aw£ <3Li^ 
begriffe erhoben haben, gelxt dLa.ir£ 
fast alle um grössere Zahlexx z\^ 
Fünfer- (zunächst wohl xiixr slIs X> 
nersystem) oder Zwanzigersyst.exrxe 
wenn es auch lange Zeit gedLcojL^-rt 
zu wirklichen Systemeti g^^woir<3Le 
Finger durchgezählt liatte^ odl^x -s^ 
wie ein Volk am Orixxooo ^O a 
Menschen (d. h. Fixxgei: \xrxA Äe^ 
man von vorne beginxxexx \jlx\<3L ^slt^ 
wie viele Zehner odex Zi^yvsLrxÄ^g^. 
man über diese l:iina.TJL» S^ÄsL\x\t. \\ 
Zahlbildungen eiitstaxx^i^sxx, dLio -w^x c 
können, wo x clie liöliox^ "EHxxVn.e^it^ 
bezeichnet. W&txtx Axo "ExxtrwT.o'^e 
Zahlen so weit gol3^on:kro.efxx -ws 
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Zehner oder Zwanziger selbst 10 oder 20 überschritt, so 
hat man höhere potentielle Einheiten, 10*, 10^ . . ., 
oder wie die alten Azteken in Mexiko 20*, 20^ • • ., 
bilden und Zahlen von den Formen 

darstellen müssen. 

Wie weit man gegangen ist, hat sich dann nach 
dem Bedarf richten müssen. Die unbegrenzte Möglich- 
keit für die Bildung höherer Einheiten ist dagegen in 
der Regel erst auf einem mehr wissenschaftlichen Stand- 
punkte geltend gemacht worden, wie von Archimedes in 
der Sandrechnung. 

So sind die Zehner- und Zwanzigersysteme gebildet, 
das letztere zunächst wohl von Völkern, die immer, oder 
wie die Grönländer in ihrer Wohnung, nackt oder mit 
nackten Füssen gehen. Die deutlichen Spuren des Zwan- 
zigersystemes, die sich in mehreren europäischen Sprachen 
und nicht zum wenigsten im Dänischen finden, sind da- 
gegen späteren Ursprunges und wahrscheinlich dadurch 
entstanden, dass die grössere Einheit, das Stieg (20 Stück), 
in gewissen Fällen für Handel und Wandel bequem ge- 
wesen ist. Neben den hier genannten höheren Einheiten 
hat man bei der Einteilung von Münzen, Maassen und 
Gewichten oft andere benutzt, die sich aus mehr theore- 
tisch Gründen als bequemer erwiesen haben, wie 12 =^ 
2^.3. Ein Beispiel für eine noch weiter gehende Rück- 
sichtnahme auf derartige Gründe ist das aus Babylonien 
stammende Sexagesimalsystem, das wir bereits erwähnt 
haben. 

Ausser Addition, Multiplikation und den ersten 
Potenzerhebungen, die, wenn auch unbewusst, diesen 
Zahlenbildungen zu Grunde liegen, hat man bei den 
Zahlenbenennungen auch Subtraktion benutzt, so wenn 



2. Zahlen vor und hi 

19 im Lateinischen un-de-vigii 
ekonavimgaii (d. h. 20 — 1) ode 
mangelhaft 20). 

Heute gebrauchen wir, sowc 
deten Zahlen zu rechnen als un 
und dasselbe Hülfsmittel, aber 
gewesen. Zum augenblicklichen 
die beim Rechnen erforderlich 
dasselbe Hülfsmittel wie beim 5 
nämlich die Finger. Die versclxi 
bei einem afrikanischen Volke d 
ein Mensch einen Finger in dio 
jede einfache Einheit, ein zwoit 
dritter für jeden Hunderter; oii 
kann für denselben Zweck a.\:i^ 
Glieder der Finger verwenden CB^ir 
und Römern). Andere mectiaxxis 
an sehr verschiedenen Stellen^ ^ 
und noch anwendet, die voxx 
Römern und im Mittelaltex ixi. 
und die auch civilisierte VöYfc^i 
besondere Zwecke (Bereclixi\jLxxgox 
als Lehrmittel in KindersclcLxxle^n 
bretter, einfache Redienmasotkix 
Auf den Rechenbrettern fi.rx<3Let-fc 
Kolumnen für Einheiterx <5Lenr»e 
dann durch aufgelegte Stöixxo"fciL^xi 
zeichnet wird. Auf derx ^fi^sLS« 
Jahrhundert von asiatisolciL^xi "V< 
braucht haben, nach E-turoig^a. ^ 
Kolumnen mit Saiten oci^x- ^-fcal 
sich Kugeln oder derglöi^^loL^xii. 
Kolumne oder jeder Sta'b fe:a.:rx3ci. 
bestehen, von denen dlö ^±x^^ 
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Zeichnung von Einheiten einer gewissen Art enthällt, die 
andere 1 oder 2 Marken zur Bezeichnung fünfmal 
so grosser Einheiten. Von Rechenpfennigen giebt es ver- 
schiedene Formen um Einheiten verschiedener Art zu 
bezeichnen. Dass diese Hülfsmittel sich benutzen lassen 
um einfache Rechnungen, Addition, Subtraktion und 
Multiplikation mit kleineren Zahlen auszuführen, erkennt 
man leicht, und deshalb wollen wir uns mit einer Unter- 
suchung dariiber, wie man das an den verschiedenen 
Orten gemacht hat, nicht aufhalten. 

Man kommt unserem Zahlenrechnnen näher, wenn 
man die eingeteilten Kolumnen allerdings benutzt, aber 
statt Marken auf die Kolumnen zu legen Zahlzeichen für 
1 — 9 in sie hineinschreibt. Hierzu ist nicht nur die 
Kenntniss der Schreibkunst erforderlich, sondern auch, 
da man seine Marken nun nicht mehr mechanisch zu- 
sammenzählt, zugleich das Einüben von Tabellen (Eins 
und Eins, Einmaleins) oder die Benutzung geschriebener 
Tabellen. Man hat das Positionssystem, wenn man statt 
die im voraus gezeichneten Kolumnen zu benutzen, die 
geschriebenen Ziffern selbst diese Kolumnen bilden lässt. 
Dazu bedarf man eines Zeichens, das einen Platz aus- 
füllt ohne selbst irgend welchen Wert zu besitzen, nämlich 
0. Dass die Erfindung der Null nicht ganz von selbst 
kam, sieht man daraus, dass das Positionssystem so lange 
auf sich warten liess. Im übrigen hat sich ergeben, dass 
selbst, nachdem es gefunden war, eine gewisse Entwickelung 
dazu gehörte um es benutzen zu können. Nicht nur muss 
man, um ein System von Kolumnen gebrauchen zu können, 
worin die Zahlen hineingeschrieben werden, schreiben 
können und einige Tabellen (Eins und Eins, Einmaleins) 
gelernt haben, sondern man muss auch eini^rmassen 
zierlich und gleichmässig schreiben, damit die Ziffern auf 
ihren rechten Platz kommen, und man muss mehr im 
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dadurch wird beipsielsweise 

Diese Bezeichnungsart scheint im ersten Augenblick 
ihres unsystematischen Charakters wegen ein Rückschritt 
zu sein. Nichts lässt erkennen, was gleichartig ist. So 
verraten die Zeichen ß, x, o durch nichts, dass man es 
mit gleichviel Einheiten verschiedener Art zu thun hat. 
Indessen sieht man, dass die Griechen eine Zahl viel 
kürzer darstellen als die Römer, und ihre Zahlbe- 
zeichnung darf nicht, selbst wenn sie das einzige wäre, 
was wir von den Griechen kennten, als Zeichen einer 
niedrigeren Entwickelungsstufe betrachtet werden. In 
unseren Tagen haben viele Sprachforscher die ältere An- 
sicht aufgegeben, dass es ein Zeichen für die hohe Ent- 
wickelung einer Sprache sein solle, wenn sie wie die 
lateinische durch vollständige Regeln alle Worte auf 
solche Formen und in solche Verbindungen mit einander 
bringt, dass derjenige, der noch keinen Begriff vom Zu- 
sammenhange hat, aus den Formen schliessen kann, wo- 
hin jedes Wort gehört, und sich so den Zusammenhang 
konstruieren kann. Etwas ganz ähnliches findet man 
in den Sprachen der am wenigsten entwickelten Völker. 
Jetzt dagegen sieht man die Vollkommenheit einer Sprache 
darin, dass sie mit so wenig Mitteln wie möglich, also 
mit der geringsten Mühe für den Sprechenden und den 
Hörenden ein vollkommenes Verständnis herstellt. Hierzu 
gehört, dass man (wie im Englischen) solche Hülfsmittel 
für die Beurteilung des Zusammenhanges zwischen den 
einzelnen Worten auslässt, die m Wirklichkeit überflüssig 
sind. Soll das Verständnis nicht verloren gehen, so 
wird dann allerdings eine genauere Kenntnis von der 
Sprache, z. B. von der Bedeutung der Wortstellung, ver- 
langt, wenn Missverständnisse unmöglich sein sollen; ist 
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al>ör diese JE^ejnjdtixiiö voz-Ltam 

XTa^ödii^i- Z5x:irxi V^ex-st;ax:i<Jnis, ais 
sa-rx:iDci.eril=iar:k^r cixxx-olii JB^tT-^Ghttung 

«-^^^^K^üc^fa-exi V^ox-l;eil ^öTV^älii-to das ^ 
^^»l:i-l^xi h>^± deri CBrjrlGchkGn g^^ 

-^«.In-l^xi l>li9 iOOO rxlclx-t nur eben» 
^wix-, asoxidexi:! :föx- dexn, cJej- mit d^^^ 
&±:arx^L üi.x*e Zstl^lGrx £lxxc±x r-a.acher zu j 
siclu. <±\jLrGb eine iröurtischG Z&hl biudu^ 
.A.T& Solii-ifta^öiofaen fxii- riicit ^y ^^ 
<aie ^x-ieoliisolieiiÄ slI&o &Glir gut g^^^ 
diese JBezoioimun^ori, vGi-znutlicb Trej7 
^i^ai-, xiebenfaex- meotianiöoiie Jtf/^^ei fö 
xxutzt^e, allzu aussofali^ssücli nuj fßr c 
*eilun^ toestimmfc. CJxm ^ine ^aWeßschr 
dio z^ii^löiola Ä?^?v-oofcxKiÄööig- «Js i^echenini 
för di^ lysLir&t^ll^^rx^ von unbeg^renzten ; 
man Äxxf doxn betjretoneo Wege wied< 
eino selolie Zafalonsoln-eifoungr Hrar ein 
^Woofaiöofaer iCä^^^ «-^'^ rör«iacher Du. 
dorfiofa. Eini^^ ^nnäfa^x^x^^ iiieran zei, 
wololxo die Cfaixxe^-xx b^niateen: d.e ver 
Tveicxj.^ , _^ -M^dG it^r besonderes 

Bix.l.oi*ox. ^-»^^^^if ^ieaelbez, Ziffern 

einfaolae ^n^^I ^^^ Oünesen mit 
eigene» ^^^ 'l,«^ unserer ZaUzeich 

der ^ö^if^^f°A«^oxad«r.^ <Jie«-« S^«** 
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Einfacher wird das System, wenn man die Art der 
höheren Einheit durch hinzugefügte Marken angiebt, wie 

833 = 833, 803 = 83, 83 = 83. 
Kürze, Klarheit und Anwendbarkeit sind jedoch am 
besten im Positionssystem vereinigt. 

Nachdem wir hier an den am besten bekannten Bei- 
spielen erläutert haben, wie die Bildung von Zahlen im 
allgemeinen vor sich gegangen ist, und zugleich die 
Wege gezeigt haben, auf denen man zum Rechnen und 
zum Schreiben der Zahlen gelangt ist, wollen wir noch 
einen Blick auf das werfen, was wir in dieser Beziehung^ 
von den Indern vor der Erfindung des Positionssystemes 
besonderes wissen. 

Dass die Inder sich früh mit grossen Zahlen beschäf- 
tigt haben, ergiebt sich daraus, dass sie schon früh 
Namen für die decimalen Einheiten bis hinauf zu 10^^ 
gebildet haben. Altes Interesse für grosse Zahlen verrät 
sich femer dadurch, dass in Legenden von Buddha er- 
zählt wird, er habe derartige Namen bis hinauf zu 10^* 
gebildet, ja er habe Bildungen von noch höheren Zahlen 
beabsichtigt. Hieraus und aus der Neigung der Inder 
zu numerischen Übertreibung geht hervor, dass sie bereits 
von Alters her das besassen, was Archimedes den Griechen 
erst in seiner Sandrechnung brachte. In ihren Benen- 
nungen für die decimalen Einheiten fehlt es allerdings 
an solchen Ruhepunkten, wie wir sie in Tausend, einer 
Million u. s. w. haben. Das ist ein Mangel an System; 
aber es ist doch, wie bei der Zahlenschreibung der Griechen, 
ein Zeichen von Entwickelung, dass man sich durch die 
vielen verschiedenen Bezeichnungen überhaupt verständlich 
machen konnte. Die bestimmte Absonderung jeder ein- 
zelnen decimalen Einheit weist im übrigen auf die 






2. Zsi^i^kl^M^ ^%roxr raiici fo^i d^n Indem. 

Principien hin, aus derben *ias Positioi,saj.et 
gehen soUte. Dieso I»rincxr>i«n finden sogar ^ 
beim Aussprechen ^.on iZat.1««. .^o wird aa « 

die Zahl 157791782» <i«x-<=l:. eix.^ Maschurg vor. 

Ausdrücken für J«*^^^" ^ ""^irdf d«rf,est.m, d^ 
mit den Einem t>«^-J^^^— ^ ^S^l^^^lt.u), 2, 8, ^^: 

(15. d. i. ein hall3-x^ ^^^^^^it 1 l>egicne..en £'^ 
spricht einer zwexziö-r:i^ eri^^-lt» einer auf ähullch»» 
dasselbe kann ancli ^"^^ stsi.t**»"*^«'"- ^^^ Hersa^ej 
zusammengesetzten. Zs* ^ v.«3 A?V"eise rascher als bei 

Zahl geschieht axif »*^ *^ ^t^va daiöi* begnügen vv-oj 

wenn wir uns nicl^t **^*^ .^ Ü^ilne nach zu nennen. 
die emzelnen Ziffern _ ^^j^i^sÜ«*^^^^*' ^^^^ ^™^ ^"** 
gegen ergiebt sicln «i^«^ ^ eise eo-wobl 7 wie 8, veraohiec^ 
selbe affer, hier bei «I>i^^;^]^ indeseen mit einem ia^ 

Namen erhält. I>as *^^^a„at wurde um sowohl Z. 
mittel zusammen. ^«"^ J""gij5«l« *«- Oedächta« zu beb, 
als auch mathema-l^i^-lae^^g ein MUtel. da. . 

nämlich sie m ^^^^^^^«^^ ^«^^""txikti.chen Nut. 
lieh mit den P«'®*^® ^^»er »««^^ ^ 

bindung stand. «la-S «„aet sich allerdi, 

währte. -F^tfsieipi^-*^ ^^r«terti also Boho 

Brahmagupta, »* ^ itivex- ^ ^j^e für die versc 
bekannt war; f^**® -pt^i^ex-^»^**^' „«bildete Name 
„,U88 diese Art aer ^^^^«i^k«»^*' ^^^übrten Zahl 

Zahlen alte, -«-^^j^^ i-- '"^ «elnl-^ «^^^^'/w: 
setzt, alt sein. I^^ cü««^^ ^t-eäbung ^er ?^-^ 
fehlt, so kano ««^t^^xioV-- ^^^ dass die Ben- 

W- ''^^ ^^^Jil^- ^--^J^'^o^.rii-u findet, 
so haben wir ^^ ^r^l*"^" 
Ziffern sich a.«i 
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grössere Zahlen zusammenzusetzen kann man sich eines 
Verfahrens bedient haben, wie es sieh bis vor kurzem 
auf Ceylon erhalten hat. Dieses besteht darin, dass man 
teils wie die Griechen die 9 Ziffern durch besondere 
Zeichen für 10, 20, 30 \ . . 100 und demnächst für 
1000 ergänzt, teils wie die Chinesen eine gewisse Anzahl 
von Hunderten dadurch bezeichnet, dass man die be- 
treffende Ziffer vor das Zeichen für 100 stellt, oder man 
kann auch dem Princip der Chinesen ganz gefolgt sein. 
Ungefähr so wie diese verfährt nämlich noch Ary- 
abhatta. Er benutzt die Konsonanten um die Ziffern 
auszudrücken, und giebt durch einen hinzugefügten Vokal 
an, von welcher decimalen Einheit diese Anzahl genommen 
werden soll. So ist 

ga = 3, gi = 30, gu = 30000 u. s. w. 

Dadurch erreicht er eine hörbare Darstellung von Zahlen, 
die in Verse hinein passen kann. 

Die Arten des Verfahrens, welche die Inder für das 
Rechnen benutzten, bevor das eigentliche Positionssystem 
durch Einführung der Ziffer vollendet worden war, 
können sehr wohl denen geglichen haben, die man an- 
wandte, nachdem es zur Benutzung gelangt war; denn 
die Zahlenschreibung, deren man sich bediente, wird es 
jedenfalls deutlich gemacht haben, wieviele von jeder 
decimalen Einheit vorhanden waren. Unmittelbar können 
solche Arten des Verfahrens bei den uns überlieferten 
Schriftstellern benutzt worden sein, wo die Bedeutung 
der 9 Ziffern, die man hatte, durch ihren Platz in einem 
im voraus eingeteilten Rahmen angegeben wird, denn in 
einem solchen erhält man durchaus keine notwendige Ver- 
wendung für das Zeichen 0. Das gilt z. B. von folgen- 
der Form für die Multiplikation von 12 . 735, die auch 
auf grössere Zahlen angewandt wurde: 
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die Einer des Partialproduktes, das gerade gebildet werden 
sollte, enthielt die Tafel also fortwährend nur eine Zahl, 
die durch Addition der bereits hergestellten Partialpro- 
dukte gebildet war. 

Ein solches beständiges Auslöschen verlangt grosse 
Sicherheit, da man die Mittel um etwaige Fehler zu ent- 
decken beständig vernichtet. Man muss namentlich dar- 
auf bauen können, dass das Gedächtnis sowohl die augen- 
blicklich vorkomnenden Zahlen, als auch die Tabellen, 
die benutzt werden, festhält. Solche Tabellen werden 
heutigen Tages in Indien in grossem Umfange auswendig 
gelernt, und in alten Zeiten ist es sicher nicht weniger 
der Fall gewesen. Man lernt jetzt Multiplikationstabellen 
auswendig, deren einer Faktor eine von den Zahlen von 
1 bis 10 ist, der andere eine von den Zahlen von 1 bis 
30, ja bis 100, nebst den Brüchen J, i, |, 1^, 2^, 3^, 
ferner umfassende Quadrattafeln. Bei einem derartig 
geübten Gedächtnis ist es nicht zu verwundern, wenn die 
Inder auch imstande waren die jetzt sogenannte Fou- 
riersche Multiplikation grösserer Zahlen anzuwenden, 
die darin besteht sofort (kreuzweise) die Produkte von den 
einzelnen Ziffern der Faktoren, welche dieselbe decimale 
Einheit zum Produkte haben, zu bilden und zu addieren. 



3. Anwendungen des Zahlenrechnens. 

Wir wollen nun sehen, auf welche Aufgaben die 
Inder femer die numerische Rechenfertigkeit, für welche 
die Bildung des Positionssystem das beste Zeugnis ist, 
anzuwenden vermochten, und wofür dieses System dem- 
nächst das beste Hülfsmittel wurde. Aufklärungen dar- 
über können wir namentlich in den zahlreichen Rechen- 
regeln und der reichen Sammlung von Aufgaben finden. 



-A. nx^v-^XÄtiia. 



^^S^:aa. c2es Zahl 



die 



^orecÄQ, 



®*^:&, 



anderBwo. So ^i«!^* l>«r«it.« Ä ry ^ biatt ^""^ 
für das Aus2:xol^«n ci « r <5i u « drat- u^d J^^^ 
die wir jetzt ä^ns ciex^. ^f^usdrliclceia für ^ ^ 

(.a + b)^ ableitiori. ^^ 

Von dem XriXuaiiti^ xixis^i-^x- ^eTvöhnJichen R 
kannten die Ixad^xr ^ii[n.f«i,c5l:i.^ lar^d ^usammenges 
de tri, Zinsreoti.riTai::^^', ^x:iC5la. rxxl-t Zinseszins, G 
rechnung, die Ä4tisc35l:iXiri^sx-^^el, JRegein für Hf 
u. 8. w. Vereolii^ci^i::^^ aridere Aufgaben, d 
auf eine Gleiclixai::^^" "fc^x-ixi^-^n, Tver<3en auch nach 
Rechenregeln gelösi:- üiex-zxx golaöirt die «Jlegel 
Ansatzes» (re^t^cla y^4CX.Z&^ ^ <üö ^ivlr bei den Ägj 
gefunden haben ; \>g± ciles^x- bleiben sie jedoch 
Aus späteren ax-al>is<3l=^exx Quellexi wissen ;t 
auch die sogenaiant.« « K^S^l <ier :.wei falscl 
(regula duort^rrv J^^l^o^r^^^^ beniat^^ten. Dies. 

eine Aufgabe, di^ wo«n xx.an sie au. 

1 T^^ T^si^te von einer Gleic 

chung gebraclx-fc ix^-Tii^e 

Grades von der P^orxxx 

^,-.x-<3l3- Ä^^^i Versuche ZU 
abhängen wüx-cio, cxu-t^ E^ins^*^^^ i» ^^'® ^ 
x=^a und ^==>^ 2^'^"w^^3ri>o ^C«) «^^ /(/ 
von 7c verscliiederxeMA ^Ccl) «»^ ^-- 

:K,e^ol3.esxi3 



aus den Ab^wreiola-ixrxS^n^^^^^^^^ bestimmt, r 



und /S nach eme^r 



die Formel _^^ /^r«:)] - «[Ar — fiß)] 



.VV^ie rxa«.ii sieht fällt die 



wiedergeben lässt. „«axxie», ^a« wirj 

genau mit aex« f^^^r., --«*^ ""'" ""'''" 
Interpolation »«» 
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sich nicht nur wie bei den Indern für exakte Berechnung 
verwenden lässt, wenn f[x) wirklich eine ganze Funktion 
vom ersten Grade wird, sondern auch für weitergehende 
Annäherung, wenn a und ß bereits Näherungswerte sind. 
Eine derartige Anwendung treffen wir jedoch erst später 
bei den Arabern und in Europa. 

Eine andere Rechenregel von sehr allgemeiner Be- 
schaffenheit ist die Regel der Umkehrung. Diese 
besteht ganz einlach darin, dass man, wenn man eine 
Zahl finden soll, die, nachdem sie einer gewissen Reihe 
von Rechnungen unterworfen ist, eine bekannte Zahl 
darstellt, dies dadurch erreicht, dass man die letztge- 
nannte Zahl allen umgekehrten Rechnungen in um- 
gekehrter Reihenfolge unterwirft. 

Im übrigen werden verschiedene specielle Regeln auf- 
gestellt, die wir durch Auflösen von Gleichungen ersten 
oder zweiten Grades mit einer oder mehreren Unbekannten 
finden würden, imd die die Lider, wie wir bald sehen 
werden, ebenso hätten finden können. Das gilt z. B. 
von den Rechenregeln über Differenz- und Quotienten- 
reihen, bei denen nicht allgemeine Relationen aufgestellt 
werden, in denen man die verschiedenen Grössen als 
Unbekannte betrachten kann, sondern bei denen beson- 
dere Regeln mitgeteilt werden um jede einzelne von den 
Grössen zu berechnen, wenn die übrigen bekannt sind. 
In Lilävati werden sie ohne Beweis mitgeteilt. Dasselbe 
gilt von verschiedenen anderen Regeln, die wir lieber im 
nächsten Abschnitt als Zeichen für die zahlentheoretischen 
Kenntnisse der Inder mitnehmen wollen. 

Dagegen dürfen wir die Rechenkunst der Inder nicht 
verlassen ohne einige Proben von den Formen zu geben, 
in die sie ihre Beispiele für die Anwendung ihrer ver- 
schiedenen Rechenregeln kleiden. 
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Eine rein numerische Anwendung der erwähnten 
Methode der ümkehrung ist das folgende Beispiel: 

Schönes Mädchen mit den funkelnden Augen! (das 
ist Lilävati). Du, die Du die richtige Methode der üm- 
kehrung kennst! Nenne mir die Zahl, die mit 3 multi- 
pliciert, um | des Produktes vermehrt, dividiert durch 
7, vermindert um J des Quotienten, multipliciert mit 
sich selbst, vermindert um 52, durch Ausziehen der 
Quadratwurzel, Addition von 8 und Division mit 10 eine 
2 giebt. 

Eine Aufgabe die sich durch die einfache Regel des 
falschen Ansatzes lösen lässt, ist folgende: 

Ein fünftel eines Bienenschwarms setzt sich auf eine 
Kadambablume, ein Drittel auf eine Silindhablume, das 
Dreifache von der Differenz zwischen diesen beiden Zahlen 
ist auf eine Kutajablume geflogen, und eine einzelne 
Biene ist in der Luft umhergeflogen, angezogen vom 
Dufte eines Jasmins und eines Pandanus. Nenne mir, 
schönes Mädchen, die Anzahl der Bienen! 

Eine quadratische Gleichung wird in folgender Ge- 
stalt dargestellt: 

Mitten im Kampfe ergriff Prit'has rasender Sohn 
eine Anzahl Pfeile um Cama zu töten. Die Hälfte ge- 
brauchte er zu seiner eigenen Verteidigung und das Vier- 
fache der Quadratwurzel gegen die Pferde. 6 Pfeile 
durchbohrten den Kutscher Salya, 3 andere spalteten 
den Sonnenschirm und zerbrachen die Standarte und den 
Bogen, und Carnas Haupt wurde von einem Pfeil durch- 
bohrt. Wie viele Pfeile hatte Arjuna (Prit'has Sohn)? 

Das folgende soll, was nicht leicht zu wissen ist,, 
ein Beispiel für umgekehrte Regula de tri sein: 

Wenn eine Sklavin von 16 Jahren 32 Nishkas kostet,, 
was kostet dann eine von 20 Jahren? 

Als Unterlage für diese Berechnung wird nur ange- 
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führt, das der Wert lebender Geschöpfe sich nach dem 
Alter richtet. 

Etwas nüchterner sind folgende Beispiele für zu- 
sammengesetzte Regula de tri: 

30 Balken von 12 und 16 Zoll Dicke und Breite 
und 14 Fuss Länge kosten 100 Nishkas; was kosten 
dann 14 Balken von 8 und 12 Zoll Dicke und Breite 
und 10 Fuss Länge? Wenn es 8 Drachmen kostet die ersten 
Balken eine Meile fortzuschafEen, wie viel kostet es dann die 
letzten Balken 6 Meilen fortzuschaffen? 

Selbst hier würde es in der Praxis nicht immer aus- 
gemacht sein, ob Proportionalität stattfindet zwischen 
Preis und Grösse des Balkens oder der Menge von dem, 
was fortgeschafft werden soll. Man kann also durchgehends 
sagen, dass die Beispiele aus Interesse und zur Einübung 
der Berechnung gemacht seien. 

Diese wenigen Beispiele zeigen, wie verschieden die 
Gebiete sind, denen die Aufgaben entnommen werden; 
bei anderen werden bald eine Anzahl von Blumen, bald 
ein Zinsfuss, bald eine geometrische Grösse gesucht. 
Gerade die reichen Einkleidungen verraten die Freude, 
die man am Aufstellen und Lösen von Aufgaben hatte. 
In Übereinstimmung hiermit schliesst ein Schriftsteller 
des 7ten Jahrhunderts seine Arbeit mit folgenden Worten: 
«Wie die Sonne durch ihren Glanz die Sterne übertrifft, 
so wird der Einsichtsvolle den Ruhm anderer verdunkeln, 
wenn er in der Volksversammlung algebraische Aufgaben 
vorlegt, und noch mehr wenn er sie löst.» 



4. Algebra und Zahlentheorie; Geometrie. 

Wir wenden uns nun zu der Algebra, die bei 
Bhäskara namentlich in seiner Vijaganita oder 



4r- -A.I^oJt>r«i. uzxd ^^s^htl&ixtl^&c. 

^UYzelbereclinuns^ foeirÄx:ici»-ie t^jx-<J 
^^^» dass sxo -^ix3L rx^jzt; ^^^Tv^^iseri 
ö^^- Diese Beip<i^oijs^ ^w^^x-ci^n j^docli 
cliisclier Strenge ^G:^i±l=txrt> xaxxd b^£( i 
darin, dass die -Au:^r«^*>ö^i^ -faiöx- « i 
bracht sind, dei-on X-röötm^" ^lxjlgI:^ 
gründung für die JEtlGJbk-tl^lsLGlti döx- 
zur Auflösung fiitii-on. JOö.ciux-c5lx 

wie die in I^ilä^vettl ^-e^^r«^«^^^^" ^ ' 

sein können. 

Die indiscbe JS.ls^^^^ e^lrjct^i i 

pliants darin übex-eixx, cIäss sie sioJ 
Darstellung frei ^oxxxÄoi!.* Ixa* "» 
solche behandelt. i*"ör X>ioi>l^«^ 

sich indessen hieraus <iie irorcierx: , 

die aus der Rechnung h^x-^vor^^^^^S^ i 

Zahlen sein sollten. AA^en« auoJrx | 

weniger feinfühligen X^o^i^*^ ^* 

weiteres die Reclieixro^el^^ ^^^^^ c 

Zahlen zu übertragen, so S«^ donn _ 

der in geometrisctLöir B^o^ . , I 



ihren Operationen oirxörx ^^ 

der in geometrisctieir B^oxrxxa ^ ^ 

irrationaler Grössen l>^i ^^ . . 



den Indern das Roolxxx^^»^ x-ati 

kannten Bügeln vinx ^^J^^^^^^^^^xxc^trrU 
iind — was Euk:li<i ^^"^ -^— t »nfz 
um doppelte Irrat>xoi3.al^'*^^ 

sogar, dass 
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ein Beispiel, das ^^^^^^x^G^t. ^vordc 
gekehrte Rechnian-g ^^ 
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Auch in anderer Beziehung überschritten die Inder 
die Grenzen, die ein vorsichtiger Grieche sich setzen 
musste. Da die Griechen durchaus nicht den Begriff 
«negative Grössen» aufgestellt hatten, so mussten sie da- 
für sorgen, dass die Grössen, die gleich gesetzt wurden, 
sicher positiv waren, und wenn eine gestellte Aufgabe 
von selbst zu einem negativen Resultat führte, so musste 
auch der Grieche, der die Bedeutung hiervon erkannte, 
sofort diese Erkenntnis benutzen um die Form der Auf- 
gabe so zu verändern, dass nach der entsprechenden 
positiven Grösse gefragt wurde. Die rechnenden Inder 
nahmen die Rechnungen und ihre Resultate mehr so, 
wie sie sich von selbst darboten. Sie kümmerten sich 
nicht darum, in wie weit eine Grösse auf der einen 
Seite des Gleichheitszeichen wirklich positiv oder negativ 
war, und wenn eben die gesuchte Grösse negativ wurde, 
so haben sie allerdings oft eine solche Wurzel verworfen, 
oft aber auch verstanden sich dadurch mit ihr abzufinden, 
dass sie sie als Schuld bezeichneten. Sie haben auch, 
wenn auch zimächst nur zur Benutzung bei Behandlung 
der einzelnen Glieder in Rechnungen mit mehrgliedrigen 
Grössen, Regeln aufgestellt für dass Rechnen mit Grössen, 
die mit Vorzeichen versehen sind. In Verbindung hier- 
mit erkannte man, das eine Quadratwurzel mit doppeltem 
Vorzeichen gerechnet werden muss, und deshalb legte 
man einer Gleichung zweiten Grades zwei Wurzeln bei. 
Wurde die eine von diesen negativ, so wurde sie jedoch 
in der Regel verworfen. 

Ein anderer Beweis für eine glückliche Deutung ist 

eine vorkommende richtige Erklärung von jr. Indessen 

trifft man auch auf ganz unrichtige Anwendungen von 
derartig gebildeten Grössen. 



Was AIg sLX^SLlytii0cl:tGJct ±^iilf&ucki 
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Grössen vind ihtir^ I^otGr^zGix clsurztotsi 
weiter als jener-, cfÄ sie ^IgIc Ti v:G±ti±s ^ 
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Zeichensprache dBr^e^^t^l^^ -w-ux-cJ^n. 

Diese verbe^isex^ö« Sälfsmit^ 
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Gleichungen mit oiix^r ociex- x3Ci«l:^x-^* • 
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als das, was aucli diö Orie<^l=»^^^ ^ 

Lösung der Gleichun^^xx ^"*^^^ uo-= 
behandeln konnten- SZt.-^^^ ^ t^^m i 

auf dem Gebiete dor "^ ^" *^ ^^^i c5 
Dieses Neue besteht xi«.:DCi.exit>Xx^ ^^^^ . 

sich hier nicht wio I> ±o%>^^^'^^ ^^^ 
begnügten, sondern Lös "»:■- x^. ^ ^ 

Dadurch erhalten öx« ^ « rx e 

unbestimmten Grl ei <5^^ ^^ ^^.|?^ C3rle I 

schäftigen. Um eir^.^ ^^^ <Ü^ Xxi.<= ' 

Zahlen zu lösen, l3eri^^*'^'*^^^'^ ^^^^r^xi * ' 

Rechnungen, die erits^t^l^^ » X>^^ <5Lie 
durch Kettenbrüclxe lö^-fc. ^,g^\rr »i^ 

gegeben werden, so -^v^x^ö ^^.^^^ \>exci^ 
sind, und wollen ^^^^^^^ ^y^^e> eolctt ' 

zu ihnen gelangen "^^^^"^ * ^j^^äö-w^^^«^*^ ^ 
brüche und ihre Isia^x^i^r 
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ist es einleuchtend, dass man durch Multiplikation mit 
c die Lösungen der Gleichung 

ax — hy^=c 

aus den Lösungen der Gleichung 

ax — hy = 1 

ableiten kann. Ist in dieser letzten Gleichung a > ^, 
und erhält man bei der Division von a durch h den 
Quotienten q und den Rest r, so wird 

rx — 1 



^ = ?a? + 



h ' 

rx — 1 



eine solche Bestimmung von a?, dass . — ^ 



eine ganze Zahl wird, hängt dann von einer Gleichung mit 
einfacheren Koefficienten ab. Bei der Reduktion kommen 
genau dieselben Zahlen vor^ wie wenn man das grösste 
gemeinschaftliche Maass sucht, und das Verfahren ist fortzu- 
setzen, bis man zu einem Koefficienten 1 gelangt. Das Ein- 
setzen hinterher fällt zusammen mit der Berechnung der 
Näherungswerte eines Kettenbruches. 

Indessen beschäftigte man sich nicht nur mit einer 
einzigen Gleichung mit zwei Unbekannten, sondern auch 
nlit Gleichungen mit mehr Unbekannten. Die Aufgaben 
gehen oft darauf aus eine Zahl zu finden, die, durch ver- 
schiedenen gegebenen Zahlen dividiert, gegebene Reste 
giebt. Möglicherweise rühren diese Aufgaben ursprünglich 
von den Chinesen her, bei denen man eine alte Regel 
für ihre Auflösung gefunden hat. Oft betreffen sie die 
Bestimmung der astronomischen Perioden, nach denen 
eine Gruppe von Erscheinungen aufs neue zusammentrifft, 
was Veranlassung zu Verfinsterungen u. s. w. geben 
kann. Die Längen eben dieser Perioden, die den grie- 
chischen Astronomen bekannt waren, geben wohl noch 



nur Veranlassuiagr zu iioa^io^exaeia 0/ 

• nach der Zeit sg^mto-^H ^f^ird, c/Ä 
Anzahl von Tag^eri, ^, «J« a«o2, eA 
Janren, ^, enthält, w^ex^ja SO J^alxre =^ 

1096O / = SO ,£«? ocJei- jf 

-PVagt man <l.a,^e^Gxx, -w^mn da^ 
Äusammentreffen ^t^z-l^lic^l^ gxt^ tritt, ^ 

ständige unbestimmte C^Jeiciiuia^eö ez^^'^ 

beispielsweise ^ Ta^e, t»J« <J<ez- Ta^^^^*^'^ 

Jahre, bis das Jahr zu JSncie ist, und ^ ~~^ 

^o Tages- und Jaiii-e^swöcsliseJ «ue«.^^-* 

(* + ?) Tagen = (^/-K^^ J«i^ren ei,^^^ 

«»an haben 

10960 ("^-f- ^^) =^ SO ^ar-f- 

Bhaskara vereinfacht; jedocti die - 
Annahme, die sich immer ixait einer ge 
'"og erreichen lässt, da.ss ii^ <ien Brixcia. 
9 == 10960 und n =*30 sixi<a . 

Die Gleichung ae t/ -\~ «^ -t~ ^ V ^"^ -vsnx^* 
durch gelöst, dass ma.n sie i» 

(« -i- &:> c^ -4- «^ — '^ ■+■ "^ 

«mformt, worauf es ix-cur cLa.ra,vif ankomnat, 
ein Produkt von gaT^:».en :Fa.fetor«i^ ^""..'"x ?t"^ 3 
Grössere Schwierigkeit««^ Ixa-loen ^^«^^Jf^^, ,^ 
bei der Behandltxixg ^oxx ^x^l:>e«t.ixximtea ^lei^^ , 

-itBe^ugauf ie^t ^er ^^^l^^:^, Z^^^ ^ 
«uid. Von dieseix s-ci.cl3.exi. sxe nxcM n 




L 
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durch den sie gleichwohl in diese Fragen eingeführt 
sein können, rationale, sondern ganze Auflösungen. 
Namentlich beschäftigten sie sich mit Gleichungen von 
der Fonn 

y^ = ax^+h, (1) 

auf die sich auch andere unbestimmte Gleichungen zweiten 
Grades reducieren lassen. Um eine Vorstellung von der 
Art und Weise ihrer Behandlung zu geben, will ich hier 
ihre Lösung der besonders wichtigen Gleichung 

y^ — ax^ + l (2) 

mitteilen. 

Wir beginnen mit einem Verfahren, das von dem- 
jenigen Diophants verschieden ist, und sich zur Bildung 
einer unbegrenzten Anzahl rationaler Lösungen benutzen 
lässt. Man bildet zuerst die Gleichungen 



*2 1^2 » J 



aus denen sich h^ und h^ bestimmen lassen, wenn man 
*i> ^i> *2 ^^^ y^ beliebig wählt. Reduciert man die 
Gleichungen auf h^ und ftg ^^^ multipliciert sie mit 
einander, so erhält man 

(a a?i a?2 + ^1 ^2)^ — « («1 ^2 + «2 yiY = *i *2 
also eine dritte Gleichung 



worin ^^3= h-^h^, «s =^iS^2 + a?2|^i, 

y3=aa?ia?2+|^i^2 



(4) 



Lässt man die beiden Gleichungen (3) identisch 
sein, so ergiebt sich 



^- Algebra und Zalileatheorie; G« 
oder 1 T^* 

tm<i danait liA-fc xaa.a,n eir^e rationale Lösung 
C2). Sucliti xxaa.zi raun <3£i.cli2x-clx weiter zu 

man. für a?x xanci 1/ 1. "WT-llkörlicli gewählte ' 
so kaxix3. xrxsLia. otti ^rTr^ictxGn, <3ass die gefu 
"von. ae nrxci ^ ssLixzi^ Zeihl^xi -iverden. Jm |jg 
die JEfälle zn. l>ea.cli.ten , in denen man bereits 
dass b == Hz 1 oder -f- 2. 

Ist; b 1, so ka-nn. naan auf diesem W< 

IL,ösun£^ von Cf^y eine nene ableiten, und 

■viele -wie ijcxa,xx will- 

Jq.^ ^ =^= 1 oder ztL 2, so wird (5) auch 

von (2) in s^rixz&icx Zahlen geben, denn für 

Ä_«a? 2-1-2, a.lso Tvird ««i«+|^i« = 
eerade Zngl^«*^ ergebt sich aus (4), dass di 

geraoe. ^ ^ ^^„ TS) ^«stattet, aus einer I 
einer I^snng ^.^'^ T^ösnngen abgleiten. 
(1) nnendliolx --«^^^^fX «ir einen gegebenen 
Gelingt es ^"'^ ^^^ eine Gleichung von 

« durcti Vers«ofae_ 1^^ ^ oder ± 2. so benutz 
(1) zn bilden, ^T^. ^j^^— Methode um den W. 
sogenannte cj^kUs*''* 
zn redncieren . 

Ee sei <» äTj * -H *i ="^1* 

^^r ^» bereits so klein ist, 

eine Gleiohnrag, i« <*-^f,Ven fe««n. die dan. 
es dnrch Vers«o&« ^^ ^i^en ISTäbeningswert vc 
können, dass m»» ^i^^,^„ dann keinen ge 

lässt. a?a ^ öololier ^•^'^^ 

Faktor, denn ex» 



286 I^ie indische Mathematik: 

beiden Seiten des Gleichheitszeichen sein, und durch Ver- 
kürzung würde man eine einfachere Gleichung derselben 
Art erhalten. Man setzt nun 

woraus sich x^ und z als ganze Zahlen bestimmen lassen. 

Man wählt diejenigen, die z'^ — a so klein wie möglicli 

z^ —a 
machen. Setzt man dann — r =*^o, so ist einmal b^ 

Ol ^ 

eine ganze Zahl, und zweitens ax^^-i-b^ eine neue 
Quadratzahl y^^. Diese Dinge lassen sich leicht be- 
weisen, aber die indischen Schriftsteller beweisen weder 
dieses, noch dass man wirklich auf diese Weise zu 
ft = 1 gelangen kann. Das letztere, zu dessen theoretischer 
Begründung die Inder sicher die erforderliche mathe- 
matische Einsicht nicht besassen, hat erst Lagrange, 
der selbst dieselbe Lösung wiedergefunden hat, bewiesen. 
Indessen hat die grosse Zahlenfertigkeit der Inder sich 
dadurch zu erkennen gegeben, dass ihre numerischen 
Versuche sie zu einer vollkommen richtigen Methode ge- 
führt und dahin gebracht haben, durch Anwendungen 
Vertrauen zu ihrer allgemeinen Brauchbarkeit zu gewinnen. 
Neben solchen zahlentheoretischen Methoden wie die 
im Vorhergehenden geschilderte besassen die Inder ver- 
schiedene zahlentheoretische Sätze, unter diesen z. B. den 
folgenden: Die Grössen 

sind beide Quadrate. Wir wollen hier gleichfalls anführen, 
das die Inder die Formeln für die Anzahl der Permuta- 



^^''^Sa.ft.iS^ ^l^Beer- T^ ig ast, ^,, ^^^^e> Rech 
2-irx« ^^.^,ri^öra«n%etetx ^i^^"" ^***^':;d b-^^tt 
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Abschnitte sin x cos y und sin y cos x, und in die Ab- 
schnitte sin X sin y und cos x cos y teilen. Die Figur ist 
also wahrscheinlich diejenige gewesen, die man zur Be- 
stimmung von sin{x-{-y) benutzt hat. 

Die Sinustafeln, die sich in Sürya Siddhänta 
finden, gehen Jedoch nur hinunter zu Intervallen von 
3|^, während die Sehnentafeln des Ptolemäus Sinus- 
tafeln mit einem Intervall von J^ entsprechen. Sind 
diese Tafeln — wie so vieles andere vom Inhalte dieses 
Buches — griechischen Ursprunges, so müssen sie aus 
Werken herrühren, die älter sind als diejenigen des 
Ptolemäus; dann stammen sie vielleicht von den Astro- 
nomen in Alexandria, die im Gegensatz zu Hipparch 
und seiner Schule Sinustafeln gebraucht haben können. 

Ebendaher kann vielleicht der Näherungswert für 

10000 

A 

ji, der sich bei Aryabhatta findet, gekommen sein, 
da wir wissen, dass Apollonius n genauer bestimmte 
als Archimedes. Dagegen deutet die willkürliche An- 
näherung 71 = ^^10, die sich bei Brahmagupta findet, 
nicht auf griechischen Ursprung, und ebensowenig finden 
wir griechische Vorbilder für eine • Näherungsformel zur 
Berechnung der Sehne k eines gegebenen Bogens, die 
bei Bhäskara vorkommt, nämlich 



'iP^-b{p-by 



worin d den Durchmesser, p die Peripherie und b die 
Länge des Bogens bedeutet. 



Das Mittelj 



1- Allg^emejne Ein 

Xm Altortuxxi hatten die Griec 
±ial>en, eino Ooometrie aufgebaut, 
lialtnisse roit einer soldien Vollstä 
eher Sicherheit in aUexi Sclilüssen 
vollauf ihren P>Iatz als W^issenschaft 
strengsten Anforderungen der neu 
kann. I>a die gGorrtGtidacliGn Farm i 
waren zxmjt Darstellung allgemeiner ko 
so enthält diese GeaixiGtiriG auch e 
dem, Tiras Tirir jetzt rGine ATathexnatik 
Form Tvar diG AAgGlyrsL fortgefübrt 
Grleichu ngen zy^Giten Grrades u.nd i 
Anwendungen, und bis zjjl einer 
ctiungen drittGn GtslcIgb, cHg allerdi 
führung auf WurzGlgTÖ&SGZx enthielt, 
sung KliGSGr GiGicIlVingGn nennen, d 
düng aer LchrG vojol <ierx Klegelscl 
zur Diakussion und zu ^irxGr theor« 
der Aufgaben, diG von diesen ^^^^^^f 
selbe Methode Hess &ici^ ^^^^G^^d 
die von Gleidiunger^ 7^^"^*^ .^eloh< 
ohne dass jedacli von ix-^en 
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solcher Gleichungen die Rede wäre. Neben diesen Auf- 
gaben, die unter die endliche Analysis gehören, hatten 
die Griechen auch die Behandlung solcher Aufgaben be- 
gonnen, die jetzt der Integralrechnung angehören, und 
wenn auch diese Behandlung nicht dahin gelangte viele 
einzelne Fragen zu umfassen, so wurde sie doch in For- 
men vorgenommen, deren grosser wissenschaftlicher Wert 
in der neueren Zeit um so mehr Anerkennung gewinnt, 
je höher die wissenschaftlichen Anforderungen steigen. 
Endlich haben wir gesehen, dass die zu Anfang versäumte 
numerische Anwendung der Mathematik sich allmählicli 
unter den steigenden Ansprüchen der Astronomie ent- 
wickelte, und beiDiophant haben wir Proben von einer 
eingehenden Untersuchung über die numerischen Bedin- 
gungen für Rationalität kennen gelernt. 

Auf der anderen Seite haben wir gesehen, dass die 
alte Fertigkeit der Inder in der Behandlung von Zahlen 
sich zu einer wirklichen Rechenkunst entwickelt hatte, 
die dasselbe Hülfsmittel, das wir jetzt gebrauchen, das 
Positionssystem, benutzte. Durch Berührung mit der grie- 
chischen Mathematik hatte diese Rechenfertigkeit auch 
bei den Indern eigentliche mathematische Fortschritte 
herbeigeführt. Der bedeutendste von diesen war eine 
zweckmässige Behandlung von Fragen, die ganze Zahlen 
betrafen. Einige von diesen Fortschritten gehören jedoch 
vielleicht erst einer Zeit an, wo neue mathematische Ar- 
beiten bei den Arabern begonnen waren. 

Um die Verdienste der Völker, zu denen die Ent- 
wickelung der Mathematik von den Griechen und Indern 
überging, nach Gebühr würdigen zu können, hat man 
jedoch zu beachten, wie weit die vorliegende Form der 
Mathematik davon entfernt war, den neuen Völkern be- 
quem zugänglich zu sein. Bei den späteren Griechen 
selbst hatten die aufbewahrten Werke allerdings ein Ver- 



:l- ^Allgemeine Einleitun 

dann Tinci ^v%rann ^w^ederoi-iveoken kö 

'^^'?*:.'^^ ^inom Üb^x-bliok goftil^rt, ohne 

Arbeiten unmö^liotL -i^ordon. Über die 

t>ext, c3io ihrerzeit zxa so «i-ossen Hesulta 

g^t>en ciiose ^^V^^rko koine .A^xaskunft, ui 

Traditioxi dartifo^i- T?%rai- langst verloren 

mnsste <3estialt> setll>st> c^iese oder ande 

-Ajrboit Tviociox-firiicioxi, l>o^vr<3r von einer voJ 

nung cJes^ Ixxhx^,l.t,^& di^ X^^do soin konnte- 

Rosi3.1t^i,-to Izta.-!; X3c&£i.r:& xaxid cias auch nicht 

erst erkennen köriin^xi, da.ss die Griechen e< 
nacliciena xx:istiok ^s selbst in einer andere 
gefxxnden Ixattö. A?V^al:ix-enci dieser ganzen ^ 
der ]M:athemai^ifc lokSL± jodocii das, was vo 
vorlag oder v^as xaaan allmälilicli bei i 
lernte, selbstvorstandlioli in ausgezeichn 
JETührnng tjltkB. ^%.nloit>nng^ gedient. 

Oie indisolxo X^oohenknnst mochte, . 
heit daz:n siol. darbot, dnrola il.re praktis 
keit etwas grös^oro Ansszolat ^-^en ^-<^^ 
dessen h^t n^^n ^" beaohten dass es 
dessen ^i-ti- T:>T-inciT>ien kennen zu 

reicht genügt xhr« ^^^^^^^^^ Wir könn 



htig Würaigor. ™ ^^^^;^"S,^ai.eit eine 
wenden ohne m Traben nm die einfc 

daran gegeben zxx ^^Ji in ibrer Bern 

auswendig zn ^^"^^^^ fielen deshalb ni 
werden. im-e ^P^^^^^ wenigsten bei d. 
dieAngen. -^«"^^^"^^^^^t bauten andere 
Arbeit daranf verw 

überlieferten Ha^F» 
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Verständnisses von diesen, waren, das oströmische Reich 
und die griechisch-katholische Kultur, die in Konstanti- 
nopel dieselbe Hauptstadt hatte wie dieses Reich. Ob- 
gleich hierzu später solche Einwirkungen kamen, die sich 
von Indien herschreiben, so treffen wir in Konstantinopel 
dennoch im wesentlichen nur eine Fortsetzung des begon- 
nenen Hinsiechens. Das empfangene Pfund, nämlich die 
noch existierenden Werke der grossen griechischen Geo- 
meter, wurden vergraben, ohne irgend welchen Zins zu 
geben, aber sie liessen sich dann wieder am Schlüsse des 
Mittelalters ausgraben und konnten dann aufs neue der 
europäischen Kultur zu Gute kommen. Das geschah je- 
doch erst, nachdem ein Teil der Werke und neues von 
Verständnis begleitetes Interesse für sie auf anderem Wege 
nach Westeuropa gekommen war, nämlich durch die 
Araber. 

Ein solches Pfund wurde nicht den Völkerschaften 
anvertraut, die durch die Völkerwanderung das Über- 
gewicht in der westeuropäischen Entwickelung erhielten. 
Diese nahmen das Christentum an und erhielten Anteil 
an der römischen Kultur, aber zu dieser gehörte die 
Mathematik nicht. Nachdem die Romantiker ihrerzeit 
das westeuropäische Mittelalter mit einem in vieler Bezie- 
hung gewiss unverdienten Strahlenglanz umgeben haben, 
ist man in unserer Zeit am meisten geneigt in die ent- 
gegengesetzte Äusserlichkeit zu verfallen und nur von 
dem finsteren Mittelalter zu sprechen. Auch dieses Urteil 
dürfte viel unbilhges enthalten, wenn man auf den Kul- 
turstandpunkt Rücksicht nimmt, auf dem die meisten der 
betreffenden Völkerschaften am Beginn und am Schlüsse 
des Mittelalters standen. Was sie wirklich im Christen- 
tum und in römischen Gesetzen und Institutionen emp- 
fangen hatten, das wurde namentüch in den Klöstern 
von fleissigen Männern mit geistigen Interessen verarbeitet 
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etüf] 
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^nd S^T7^±d=^±,& d^x-i ^Völkerti durch sein 
^<i ©e^ixi^iifc Itxul^Xix^f Öird-e^rxiilen Eiiifiuss zu 
^atilc ci^i^^^^^n fe:03nx:it;e; xman im wesenüi 
^l^noxi diJEi-cs^Ti. dx^ cKix-ftlgen Auezüge aus 
R^^^Ytcv tl ^; T- o s Tjund ci^:r Ägypter, die m« 
ljaxi^^:K:kejs^»^:iTiri ^%r^x*<i^iril^t€^» oder, weDn ea 
die :Bi'Uol=ist.Tic-feie -s^ox^ JEul^lid oder Nik< 
die nd^lrix- tl::i.^ox'€5'fcx^o;ti^i^» aber ebeiisow 
lietioxx JSTf^o^f olse^ d^x^ i^andoiesser in Foi 
di^ ^S^^i-^ixl^^sxxxx^ Sxxfo^n s£U solchen Miss 
aa^^l^ixig^, da^^ fi^x^xx^xto Zahlen AuBdr 
iixW^lt, ^^ix. ^oilt.«xx, O^e Nj.Lzhehste , 

dorx I^öxn^rxx, xixid durch diese 
^,tlx«xxaat>isol:iej:i Krbteils, wa 
^ x-ixxs^^^i^iss ^pt^arjji — dahin 
die IVtÄ:^^^" ocier Steine, die a 
^^x- Tfi.fel K^Jeg* wurden, 
d dx:ixola ihre AnzahJ die 
^^^^i<]^lxrjGt&^^, zu denm 
Q x^-^rjsohjöti^^^ Zeiehej 
geliörteii, eox**^— ^ t>is ö entsp rechen. 
den Zahlern ^*^^^^ E^x-Jb t^il jedoch sicher 
stand dieeoa ^^,^ Jt^J^i^^t^^ xlirer^eit den 
rück, wolohej^ ^ 

U^ssen h^^tt^n* ^owolil in den KUM. 

Das« *^^"" w^^x^exitlieli den italieni 
.üdeuropai3ol.oO. ^ ^^,^ ^,-^, Mathematik 

Städten ^-^^T^llu. t>eBeerer Oestalt nac 

zeigte sich, ^IB BIO ^^ ^^^t>ar, die sich te 

^ .b^b ai^rol.! _<^^t.t:.>.^i. Mathematik 
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dings einige Zeit bevor die Europäer, nachdem sie durch 
die Kreuzzüge und in Spanien und auf Sicilien mit den 
Arabern zusammengetroffen waren, sich die Mathematik 
der Araber, und durch diese einen Teil der griechischen 
and indischen Mathematik und Rechenkunst angeeignet 
hatte. Während dieser Aneignung wurde jedoch der 
Durchbruch für eine neue und rasche Entwickelung der 
Mathematik vorbereitet, der im 16ten Jahrhundert mit 
den grossen Fortschritten zusammenfiel, die nach anderen 
Richtungen hin den Beginn der neueren Zeit bezeichnen. 

Aus dem hier Gesagten geht hervor, dass der früheste 
lind bedeutendste Teil der mathematischen Entwickelung 
im Mittelalter bei den Arabern vor sich ging. Was die 
iusseren Bedingungen für diese Entwickelung betrifft, so 
möchte ich zuerst auf die ungeheure Geschwindigkeit auf- 
merksam machen, mit der die Eroberungen der Araber 
und demnächst der Muhamedanismus sich über weit- 
gestreckte Länder verbreiteten. Die ursprünglichen ße- 
pvohner von diesen wurden durch die Annahme dieser 
Religion bald den Arabern gleich gerechnet, und die vielen 
Länder wurden dadurch in Verbindung mit einander ge- 
Dracht. Zu diesen Ländern gehörte Ägypten, die alte 
^iege der Geometrie, mit Alexandrien, wo die Geometrie 
später zu ihrer höchsten Blüte gelangte und am längsten 
:ortfuhr wirkliche Lebenszeichen von sich zu geben. Zu 
liesen gehörten auch andere Länder, die von Griechen 
gewohnt oder von griechischer Kultur beeinflusst waren. 
Die Araber überschwemmten auch die Gegenden, die vor 
Seiten der Sitz der babylonischen und chaldäischen Astro- 
lomen gewesen waren. Ferner drangen sie bis nach 
[ndien vor und kamen dadurch in genauere Berührung 
nit der indischen Rechenkunst, als die Griechen es ge- 
wesen waren. 

Dass sich auf diese Weise günstige Gelegenheiten 
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darboten um sich die ganze damals existierende Mathe- 
matik anzueignen, genügte jedoch noch nicht. Wir haben 
ja gesehen, dass die griechische Wissenschaft lange ein 
toter Schatz für die Griechen selbst gewesen war, und 
dass die Römer, die dieselbe G.elegenheit gehabt hatten 
wie jetzt die Araber um der griechischen Mathematik teil- 
haftig zu werden, und zwar zu einer Zeit, wo diese nur 
noch wenig von ihrer ursprünglichen Frische verloren 
hatte, nicht verstanden hatten diese Gelegenheit zu be- 
nutzen. Vielleicht war die eigentümliche römische Kultur 
trotz ihrer Begrenzung zu bedeutend, als dass die Römer 
mit Bezug auf die schwierigeren Teilen der griechischen 
Wissenschaft, namentlich auf die Mathematik, so taug- 
liche Schüler werden konnten, wie es einerseits die Völker 
der Völkerwanderung mit Bezug auf die Kultur wurden, 
die sie durch die Römer empfangen konnten, und wie 
sich andererseits nun ein .in der Kultur so neues Volk 
wie die Araber gegenüber den Resten der griechischen 
Kultur zeigte. 

Nicht alle arabischen Herrscher zeigten sich gegen 
die Wissenschaft so feindlich wie 'Omar, der zweite 
Nachfolger des Propheten, es war, selbst wenn auch die 
wesentlichste 2ierstörung der Bibliothek in Alexandria vor 
seiner und der Araber Zeit stattgefunden hat. Im Gegen- 
teil entstanden zu verschiedenen Zeiten und an verschie- 
denen Orten Reihen von Fürsten, die eine Ehre darin 
setzten die Wissenschaft zii fördern, und eben dadurch 
glaubten ihr eigenes Ansehen zu vermehren. Von diesen 
soll hier nur die Reihe von Kalifen, die Abbasiden, 
nämlich Almansür, Harun Arraschid und Almamün 
(754 — 833) genannt werden, die nach 'Omars Geschlecht 
folgten und 762 Bagdad gründeten und zu ihrem Sitz 
erhoben. Unter diesen wurden namentlich die Elemente 
des Euklid und der «Almagest» des Ptolemäus ins 
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Arabische übereetzt. Später kamen hierzu ÜDereetzungen 
von Diophantj Hero, Archimedes und ApoUoniuö. 
Ausser diesen Hauptwerken haben die Araber ein nun- 
mehr verloren gegangenes Werk von Hipparch über 
quadratische Gleichungen gekannt. Gleichfalls lagen früh- 
zeitig Übersetzungen von indischen Schriftstellern vor, 
und die indische Rechenkunst fand teils durch die indische 
Astronomie, teils wohl durch die Handelsverbindungen 
Eingang bei den Arabern, Die eigentlichen mathemati* 
sehen Fortschritte, die man den Indern verdankt, scheinen 
dagegen keinen Ein flu ss auf die Araber geüht zu haben, 
die mit Recht zu den Griechen als ihren besten Lehr- 
meistern in wissen schaftlicher Behandlung hinauf sahen 
und die weniger vollständig begründeten Theorien, die 
sich von den Indem entnehmön Hessen , überaehen hatten. 
Dass die Übersetzer arbeit sich allmählich bis zu den 
schwierigsten griechischen Werken entstreckte, ist ein 
Zeugnis dafür, dasa nach und nach die Entwickelung er- 
reicht war, die erforderlich ist um diese zu würdigen und 
zu verstehen. Aus dem, was wir hieirüber schon früher 
gesagt haben, geht hervor, dass dies nicht ohne eine be- 
deutende selbständige Arbeit bei den Arabern erreicht 
wei-den konnte. Für den Umfang dieser Arbeit, und für 
den Ernst, mit dem die einzelnen Mathematiker sich zur 
Teilnahme daran vorbereiteten, haben wir ein Zeugnis^ 
wenn berichtet wird, dass Diophants Übersetzer Abül 
Wafa, dessen eigene Verdienste wir später erwähnen 
werden, in seiner Jugend Unterricht in spekulativer und 
praktischer Arithmetik (d, K Algebra und Arithmetik) bei 
zwei Lehrern, und in Geometrie bei zwei anderen Lehrern 
empfing. 
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Benutzung ist die Vorstellung verbunden gewesen, dass 
wir ihm erst die Algebra und die jetzt gebräuchliche 
Zahlenrechnung zu verdanken haben. 

Dieser Mann war Muhammed ihn Müsä Alchwa- 
rizmi, und er gehörte zu dem Kreise von Gelehrten, die 
der Kalif Almamün mit Übersetzungen, mit einer geogra- 
phischen Gradmessung und mit anderen wissenschaftlichen 
Arbeiten beschäftigte. Das Wort Algorithmus ist ge- 
bildet durch Übertragung seines Zunamens auf ein Werk 
von ihm über die Rechenkunst, in dem Regeln für das 
Rechnen mit Zahlen, die nach dem Positionssystem ge- 
schrieben sind, gegeben werden, ist dann weiter auf Werke 
übertragen worden, die später die indische Art zu rechnen 
in Europa verbreitet haben, und von da aus endlich auf 
diese Art zu rechnen selbst. Das angeführte Werk kennt 
man durch eine lateinische Übersetzung, die mit den 
Worten <aDixit Algorithmh beginnt, und worin Erklä- 
rungen von der Zahlenschreibung und den vier Species 
in ganzen Zahlen und einfachen Brüchen gegeben werden. 
Verdoppelung und Halbierung werden als besondere Rech- 
nungen aufgestellt. Für die drei ersten Rechnungsarteh 
wird die Neunerprobe genannt. Alles wird in Worten 
erklärt und die benutzten Beispiele werden — wenigstens 
in dem überlieferten lateinischen Text — nicht durch 
mit Ziffern geschriebene Zahlen erläutert, sondern die 
Zahlen werden in Worten dargestellt oder mit römischen 
Zahlzeichen. Es fehlt die Erklärung von dem, was man 
bei der Subtraktion zu thun habe, wenn eine Ziffer des 
Subtrahendus grösser ist als die entsprechende des Minuen- 
dus. Nach allem diesem wird es begreiflich, dass die 
indische Rechenkunst durch die Übersetzung dieses Werkes 
nicht sofort in Europa recht zugänglich werden konnte. 
Seine Entstehung bei den Arabern ist jedoch ein Zeugnis 
dafür, dass die indische Rechenkunst nunmehr bekannt 
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war. Sie konnte sich dann mit Hülfe dieses Buches ver- 
breiten, wenn es gehörig erklärt wurde; der Verfasser be- 
zeichnet diese Art zu rechnen ausdrücklich als indisch. 

Ebensowenig ist der Verfasser Schuld daran, dass 
man ihm später die Begründung der Algebra hat zuschrei- 
ben wollen. Er berichtet, dass Almamün ihn aufgefordert 
habe ein kurzes Werk über Aldschebr und Almukdhala 
zu schreiben, das sich auf das Leichteste und Gebräuch- 
lichste in der Arithmetik und ihren praktischen Anwen- 
dungen beschränke. Die beiden Worte, von denen er es 
sogar überflüssig findet eine Erklärung zu geben, müssen 
also etwas bedeuten, das im voraus in weiterem Umfange 
bekannt war. Nach der sprachlichen Bedeutung der Worte 
und dem Zusammenhange, in dem sie gebraucht werden, 
bedeutet das erste die Operation, Glieder, die von der 
einen von zwei gleichen Grössen abgezogen werden sollen, 
zu der anderen hinzuzulegen, so dass die beiden gleichen 
Grössen jede nur positive Glieder enthalten. Das andere 
bedeutet die Operation, Glieder derselben Art, nämlich 
einfache Zahlen, Unbekannte und ihre Quadrate, zusammen- 
zuziehen. Der Name für die erste von diesen Operationen, 
mit der die Behandlung der Gleichungen beginnen sollte, 
ist also auf die gesammte Lehre von den Gleichungen 
übertragen worden. Diese Lehre — und späterhin nament- 
lich ihre Behandlung durch eine Zeichensprache, ja im 
allgemeinen die Lehre von Operationen mit Grössen mit- 
tels einer Zeichensprache — hat also einen Namen be- 
kommen, der eigentlich einer einzelnen algebraischen Ope- 
ration angehörte, die nicht einmal mehr auf diese Weise 
benutzt wird. Nun legen wir nämlich keinen Wert mehr 
darauf lauter positive Glieder auf jeder Seite des Gleich- 
heitszeichens zu erhalten, so wie die Griechen, Araber 
und ihre nächsten europäischen Nachfolger es thaten. 
Wie alles, was von den griechischen Mathematikern her- 
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rührt, hatte diese Operation indessen einen vernünftigen 
Grrund. Man wollte sich nämlich durch diese Anordnung 
srersichern, dass die Grössen, die man gleichsetzte, positiv 
waren, welchen (positiven) Wert die Unbekannte auch er- 
halten würde, denn man erkannte nur positive Grössen an. 
Was wir in dem erwähnten Werke finden, ist na- 
mentlich die Behandlung von Gleichungen zweiten Grades 
and die Anwendung von diesen und von Gleichungen 
ersten Grades. Alles wird in Worten dargestellt, 
indem die Unbekannte während der Behandlung «Wurzel» 
oder «Ding» genannt wird, ihr Quadrat einfach «Quadrat». 
Die Lösung von Gleichungen zweiten Grades wird durch 
sjeometrische Algebra gezeigt, doch zum Teil durch andere 
Figuren wie bei Euklid. So wird die Gleichung 

lurch folgende Figur gelöst. An die vier Seiten des un- 
)ekannten Quadrates x^ werden Rechtecke mit den Höhen 

- angelegt. Wenn die einspringenden Ecken der dadurch 

et 

ebildeten Figur durch Quadrate mit der Seite — aus- 

efüllt werden, so soll das dadurch entstandene Quadrat 

lit der Seite 3s-{- — den bekannten Wert ^ -{- -7- haben. 

Diese Form der Lösung, die auch bei anderen arabi- 
;hen Schriftstellern vorkommt, und die wenigstens eine 
)n Euklid unabhängige Anwendung der geometrischen 
Igebra darstellt, kann vielleicht aus uns unbekannten 
iechischen Arbeiten herrühren, z. B. aus Hipparchs 
Teits erwähnter Schrift über Gleichungen. Dass das 
erk jedoch keineswegs in allen Stücken eine Bearbei- 
ng eines griechischen Musters darstellt, sieht man aus 
n Anwendungen der Gleichungen auf praktische Ver- 
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hältnisse des Lebens, z. B. auf das den Arabern eigen- 
tümliche Erbrecht. Gleichfalls muss angeführt werden, 
dass Muhammed ibn Müsä ebenso wie die Inder der 
Gleichung x^ -{-a^ =hx zwei Wurzeln beilegt. Ausser 
dem griechischen Werte n = \^ und dem möglicherweise 
griechischen Werte jr= 3,1416 kennt er den indischen 
Wert \/lü» ^^ Zeugnis dafür, dass er nicht das Zahlen- 
rechnen allein von den Indern gelernt hat. 

Was die Auflösung der Gleichungen zweiten Grades 
betrifft, so sieht man, dass Muhammed ibn Müsä nur 
dasselbe bringt, was sich bei griechischen Schriftstellern 
findet. Dass spätere Geschlechter dieses bei ihm, nicht 
aber immer bei den griechischen Schriftstellern, als sie 
von neuem bekannt wurden, haben finden können, beruht 
darauf, dass er Zahlenbeispiele zu den allgemeinen, in 
geometrischer Form dargestellten Lösungen hinzufügt, wäh- 
rend Euklid sich damit begnügt diese zu geben, Hero 
nur einige numerische Anwendungen giebt, und Diophant 
die Lösung, die er aufstellt, nicht beweist. 

Machen wir nun einen Sprung bis zu der Zeit um 
das Jahr 1000, so treffen wir auf zwei sehr verschiedene 
Behandlungen der Arithmetik und des Rechnens. Aus 
der einen, die von Alnasawi herrührt, sehen wir, dass 
damals grosse Fortschritte in der Benutzung der indischen 
Rechenmethode gemacht waren und damit im ganzen in 
geregelter Darstellung und Behandlung von Zahlengrössen. 
So giebt es Bezeichnungen für Brüche, die mit unseren 
Ziffern — denn die Zahlzeichen sind nicht überall die- 
selben, wo das Positionssystem benutzt wird — aussehen 
würden wie in den folgenden Beispielen: 
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Da sich aus dem hier erwähnten Buche ergiebt, wie 
gut die indische Reehenmethode eingedrungen und ver- 
standen war, so ist es überraschend, zu derselben Zeit 
und an demselben Orte ein Rechenbuch von dem bedeu- 
tenden Mathematiker Alkarchi entstehen zu sehen, in 
dem sich gar nichts von der indischen Ausführung der 
Zahlenrechnungen findet. Dagegen werden die Zahlen in 
Worten mitgeteilt, und selbst weitläufige Rechnungen 
werden ohne Benutzung der Ziffern ausgeführt. Das 
scheint auf einen principiellen Widerstand gegen die in- 
dische Rechenmethode hinzudeuten, und man hat die 
recht wohl annehmbare Vermutung aufgestellt, dass dieser 
von den scharfen Gegensätzen zwischen religiösen Sekten 
herrühren könne. Neben solchen Erklärungen darf man 
jedoch nicht unterlassen zu prüfen, ob der Unterschied 
zwischen Alnasawi und Alkarchi nicht auch in dem 
verschiedenen Ziel, das sie sich stecken, liegen kann. 
Der erste hat eben die Regeln für die einfachste praktische 
Ausführung von Zahlenrechnungen geben wollen; der 
zweite dagegen hat ein wissenschaftliches Werk über 
Zahlen und die Benutzung von Zahlen schreiben wollen, 
und da hat er mit gutem Grunde seinen Ausgangspunkt 
bei den Griechen und nicht bei den Indern gesucht. 
Wenn er dennoch die Regula de tri der Inder mitnimmt, 
so giebt er ihr eine sichere Grundlage in Euklids Pro- 
portionslehre. Wenn er es unterlässt solche mechanische 
Hülfsmittel mitzuteilen, die wirklich dazu dienen können 
die vorliegenden Zahlenreehnungen zu bewältigen, so geht 
er nicht einmal so weit wie Euklid, der nicht nur ganz 
von den mechanischen Hülfsmitteln schweigt, die man 
auch zu seiner Zeit gehabt haben muss, sondern auch 
nicht ein einziges Zahlenbeispiel giebt. Dass Alkarchi 
dennoch Veranlassung findet eine Anzahl griechischer 
Methoden des Rechnens zu erklären, die weit hinter den 



2. Die Arithmetik und Algebra der Araber. 303 

indischen zurückstehen, kann von seiner Bewunderung 
für die Griechen herrühren. Diese kann ihm ein theore- 
tisches Interesse für den Zusammenhang dieser Rechen- 
methoden verliehen haben, das man für die indischen 
Rechenmethoden noch nicht besass. 

Wie nun auch der Unterschied zwischen den beiden 
Schriftstellern zu erklären sein mag, immerhin zeigt er, 
dass die Verschmelzung der griechischen und indischen 
Beiträge zu Mathematik und Rechnen Zeit erforderte. 
Beide Bücher, zeigen jedoch zugleich, dass man jetzt beide 
in recht bedeutendem Umfange zu seiner Verfügung hatte. 

Dass auch Alkarchi jedenfalls verstand mitzählen 
umzugehen, und zwar unter Benutzung anderer mechani- 
scher Hülfsmittel als in seinem Rechenbuche zu finden 
sind, das geht teils aus den weitläufigen Rechnungen her- 
vor, die sich immer noch in diesem Buche finden, teils aus 
seinem bedeutenderen algebraischen Werke Alfachri, wie 
es wahrscheinlich nach einer Person genannt ist. In 
diesem zeigt er sich als ein hervorragender Schüler von 
Diophant, der nicht nur in grossem Umfange dessen 
Untersuchungen und Beispiele wiedergiebt, sondern zu- 
gleich selbst bedeutende Fortschritte macht. In dieser 
Beziehung lässt sich anführen, dass er Diophants Zeichen- 
sprache erweitert, ja sogar an einzelnen Stellen Zeichen 
für zwei Unbekannte benutzt; dass er vollständigere Re- 
geln für das Rechnen mit Grössen giebt, in denen eine 
Unbekannte vorkommt, und dass er viele andere Beispiele 
behandelt als diejenigen, die sich bei Diophant finden, 
ja dass er sich sogar auf neue Arten von unbestimmten 
Aufgaben einlässt. Als Beispiel hierfür mögen die Glei- 
chungen 

angeführt werden ; setzt man y = mx, z^nx^ so folgt 
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x = m^ — a = n^ — b, 
wo m* und n^ willkürlich gewählte Quadratzahlen mit 
der Difierenz a — b sind. 

Grösseres Gewicht jedoch wollen wir auf die mehr 
begriff smässigen Fortschritte legen, die wir antreffen. 
Damit diese verstanden werden können müssen wir be- 
merken, dass Alkarchi sich nicht nur Diophants prak- 
tische Behandlungsmethoden angeeignet hatte, sondern 
dass er auch, wie er ja bereits in seiner Arithmetik ge- 
zeigt hatte, ein vollkommenes Verständnis von dem hatte, 
was nach griechischer Denkweise für einen Beweis erfor- 
derlich war. Geometrische Beweise, die ja die einzige 
Form für allgemeingültige Beweise waren, giebt er jedoch 
nur für Lösungen von Gleichungen zweiten Grades, und 
selbst da bewegt er sich mit grösserer Freiheit als die 
Griechen, da er in einem vpn diesen Beweisen «' und 
ax durch Strecken darstellt, etwas, was ein griechischer 
Schriftsteller in einem Beweise nur indirekte dadurch 
würde machen können, dass er x^ und ax m Rechtecke 
mit derselben Seite verwandelte. Er begnügt sich indessen 
damit die meisten Regeln durch ein einziges Beispiel zu 
erläutern, das zeigen soll, wie sie aus den Rechnungen 
selbst hervorgehen. Ja er bemerkt sogar ausdrücklich, 
dass man sich auf das Verständnis der Regeln für alge- 
braisches Rechnen vorbereiten müsse durch die allgemeinen 
arithmetischen Regeln, die er in seinem früherem Werke 
gegeben habe. Er verspricht derartige arithmetischalge- 
braische Regeln in grösserem Umfange in einem Werke 
zu geben, das wir nicht besitzen. 

An und für sich liegt vielleicht nichts Neues in diesen 
Betrachtungen, denn das wirkliche Rechnen mit rationalen 
Zahlen musste auch für die Griechen in vielen Beziehungen 
das Vorbild für die geometrische Behandlung gewesen 
sein, durch die sie es dahin brachten, dass dieselben 
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Operationen irrationale Grössen umfassten. Von grosser 
Bedeutung aber ist es, dass diese Betrachtungen ausdrück- 
lich hervorgehoben werden. Dies zeigt sich bei Alkarchi 
in der Freiheit, mit der er irrationale Wurzelgrössen be- 
handelt. Diese werden allerdings nicht durch Zeichen 
dargestellt, sondern in Worten, die den Benennungen von 
Potenzen mit demselben Exponenten entsprechen; aber 
wie bei den Indem wird ausdrücklich gezeigt, wie man 
mit ihnen rechnen kann, nämlich teils wie sie multipli- 
ciert und dividiert werden können, welchen Wert die Po- 
tenz auch haben mag, teils wie Quadrat- und Kubikwur- 
zeln addiert und subtrahiert werden können, wenn die 
Potenzen ähnliche ebene oder räumliche Zahlen sind. 
Die letzten Sätze werden nicht dadurch bewiesen, dass 
rationale Faktoren mittels der ersten Sätze ausserhalb des 
Wurzelzeichens gebracht werden, sondern durch Anwen- 
dung der Formeln für (a + b)^ und {a + b)^. 

Wir sehen also, dass Alkarchi mit irrationalen 
Wurzelgrössen rechnet, oder mit anderen Worten, 
dass er sie auch als Zahlen auffasst. Indirekt thut er 
das auch dadurch, dass mehrere von seinen bestimmten 
Gleichungen zu irrationalen Wurzeln führen, dass also 
in den Gleichungen, die zu diesen geführt haben, die 
Zeichen, die unserem x^ entsprechen, Potenzen von irra- 
tionalen Zahlen darstellen, während Diophant stets vor- 
aussetzt, dass X eine rationale Zahl sein soll. Nun haben 
wir allerdings gesehen, dass die Inder ohne Skrupel mit 
irrationalen Zahlen rechneten, aber diesen ist Alkarchi 
wissentlich kaum gefolgt. Von Bedeutung bleibt es, dass 
wir hier dasselbe von einem Manne thun sehen, der von 
den griechischen Schriftstellern her vollkommen mit dem 
Begriffe des Irrationalen vertraut ist, und der durch die 
Weise, wie er zwischen den geometrischen Beweisen und 
den arithmetischen Erklärungen unterscheidet, zu erkennen 

20 
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giebt, dass er sich bewusst ist, dass die letzteren keine 
allgemeingültigen Begründungen liefern. Als Schüler der 
Griechen konnten die Araber deshalb nicht bei den arith- 
metischen Erklärungen stehen bleiben. Das sehen wir 
aus der Algebra, die uns von dem angesehenen arabischen 
Mathematiker 'Omar Alchaijämi, der im Uten Jahr- 
hundert lebte, hinterlassen ist. Dieser setzt seine Erklä- 
rungen von der Bedeutung der irrationalen Wurzelgrössen 
in direkte Verbindung mit den strengen griechischen Be- 
griffen. Er unterscheidet zwischen arithmetischen und 
geometrischen Auflösungen von Gleichungen. Die ersten 
will er nicht nur — wie Diophant, und was in diesem 
Zusammenhange ausreichend sein würde — rational haben, 
sondern auch ganz. Da sich mit diesen Grössen rechnen 
lässt, so ist ein arithmetischer Beweis für die Richtigkeit 
solcher Auflösungen ausreichend. Die Auflösungen der 
zweiten Art können irrational sein, und deshalb müssen 
sie geometrisch dargestellt werden und verlangen einen 
geometrischen Beweis. Quadratwurzeln und Kubikwurzeln 
werden dann durch die von den Griechen her bekannten 
Konstruktionen von einer und zwei mittleren Proportio- 
nalen dargestellt. Für Wurzelgrössen höherer Ordnung 
lässt sich, weil der Raum nur drei Dimensionen hat, 
keine geometrische Darstellung durchführen, und eine 
andere allgemeine Darstellung kennt Alchaijämi nicht. 
Bei der Bildung von Potenzen höherer Ordnung weist er 
dagegen in Übereinstimmung mit Euklids Proportions- 
lehre auf die Bildung zusammengesetzter Verhältnisse hin, 
wodurch auch indirekt eine Erklärung von dem gegeben 
wird, was die irrationalen Wurzelgrössen höherer Ord- 
nung, die wir bei Alkarchi getroffen haben, bedeuten 
müssen. Alchaijämis Auffassung, deren theoretische 
Bedeutung Alkarchi vermutlich auch anerkannt haben 
würde, ist also vollkommen griechisch. 
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Was die Berechnung von Wurzelgrössen betrifft, so 
verweist Alchaijämi auf das Ausziehen der Quadrat- und 
Kubikwurzel bei den Indern, und fügt hinzu, dass er 
selbst anderswo — dann aber in einem unbekannten 
Werk — Regeln für das Ausziehen von Wurzeln mit 
einem beliebigen Exponenten gegeben habe. Dazu muss 
er sicherlich Binomialkoefficienten für ganze Exponenten 
gekannt haben, muss also mit den Regeln für die Bildung 
dieser Koefficienten bekannt gewesen sein. Er sagt, dass 
er das Ausziehen dieser Wurzeln nur arithmetisch gezeigt 
habe. Dann hatte es für ihn auch nur Gültigkeit, wenn 
es sich mit Genauigkeit ausführen Hess. Ohne dies hat 
er ja nach dem Vorhergehenden dessen wirkliche Bedeu- 
tung sogar nur angedeutet. Indessen ist es klar, dass 
sowohl das Ausziehen solcher Wurzeln wie dasjenige von 
Quadrat- und Kubikwurzeln sich auch für eine genäherte 
Berechnung irrationaler Wurzeln benutzen lässt. Als Bei- 
spiel für die Beschäftigung mit genähertem Wurzelaus- 
ziehen können wir im übrigen anführen, dass Alkarchi 
für ^J a*^ -\- r, wenn a die nächst kleinere ganze Zahl ist, 

■p 

a + j-^ als weiteren Näherungswert angiebt. Diesen 

Wert erhält man, wenn man die Regel der zwei falschen 
Ansätze (S. 275) oder die Interpolation zwischen a und 
a-\-l anwendet. 

Wie verschieden die hier erwähnte Beschäftigung mit 
Wurzelgrössen bei Alkarchi und Alchaijämi auch sein 
mag, so musste sie doch dazu beitragen bei den Arabern 
ein Problem hervorzuziehen, welches durch die griechische 
Behandlungsweise etwas verdeckt worden war, nämlich 
die Lösung der kubischen Gleichung durch Quadrat- und 
Kubikwurzeln. Wenn die Griechen sich auch möglicher- 
weise in älteren Zeiten mit dieser Aufgabe beschäftigt 
haben, so musste sie doch etwas von ihrem Interesse da- 

20» 
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durch verlieren, dass man die kubischen Gleichungen 
direkt durch eben dieselben geometrischen Mittel lösen 
konnte, die gleichfalls zu einer allgemeingültigen Darstel- 
lung der Kubikwurzel dienen mussten, nämlich das Durch- 
schneiden von Kegelschnitten. Ja wie wir gesehen haben, 
verschwand das Interesse dafür, so wie Archimedes es 
gethan, Aufgaben auf kubische Gleichungen zurückzu- 
führen, da man sah, dass man auch ohne eine solche 
Zurückführung Aufgaben durch eben dieselben Hülfsmittel 
lösen konnte. 

Es gelang den Arabern nun allerdings nicht die Lö- 
sung der kubischen Gleichung zu finden, aber das Inter- 
esse, das sie ihr bewiesen, tritt in zahlreichen Unter- 
suchungen hervor. Der wichtigste Ausgangspunkt für 
diese Untersuchung war teils Archimedes' Aufgabe von 
der Kugelteilung, teils die alte Auflösung dieser Aufgabe 
durch Kegelschnitte (vergl. S. 217 ff.), von der man an- 
nimmt, dass sie von Archimedes oder doch aus seiner 
Zeit stammt. Da diese, wie wir gesehen haben, alle Glei- 
chungen von der Form 

a?3 + aa?2 -1-^ = 

umfasst oder doch leicht dahin gebracht werden kann 
sie zu umfassen, da ferner die Bedingung für gleiche 
Wurzeln ausdrücklich angegeben wird, und da man leicht 
entweder die allgemeine Gleichung dritten Grades auf 
diese Form zurückführen oder sie wesentlich auf dieselbe 
Weise behandeln kann, so waren auf diesem Punkte be- 
sonders grosse wissenschaftliche Schwierigkeiten nicht zu 
überwinden. Die Araber führten indessen die Untersuchung 
der kubischen Gleichungen insofern weiter, als sie Ein- 
teilungen der Gleichungen dritten Grades aufstellten, teils 
nach den Vorzeichen der Koefficienten, teils nach den 
Werten von diesen, die zu mehr oder weniger Wurzeln 
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jetzt noch leichtere Mittel für die Berechnung liefert als 
die Anwendung der allgemeinen Lösung — . Ein sehr 
hübsches Beispiel für eine numerische Berechnung einer 
Wurzel einer kubischen Gleichung ist uns erhalten ge- 
blieben. Sie rührt wahrscheinlich von dem Arzte Alkäschi 
aus dem löten Jahrhundert her, und geht darauf aus 
sin 1^ zu finden, der, da sin 3^ bekannt ist, von einer 
Gleichung von der Form 



fS 



+ Q = Px 



abhängt. Da x klein ist, so kann man es mit einer ge- 
wissen Annäherung gleich — setzen. Für diese Grösse 

wird ein solcher Näherungswert a berechnet, dass der 
Divisionsrest R klein von derselben Ordnung wie a^ wird ; 
dann wird x = a-\-y gesetzt oder 



woraus y 



P 



Da der Rest R, der von derselben Ordnung ist wie 
a^, im Vergleich zu a^y gross ist, so kann man in einer 
angenäherten Berechnung die Glieder im Zähler, die y 
enthalten, fortlassen, und man erhält dann mit einer 
neuen Annäherung 

a^ + R .,S 

Dann wird in die genaue Gleichung y =zh-\- z ein- 
gesetzt, worauf wieder z auf ähnliche Weise mit Annähe- 
rung bestimmt wird. — Die Brüche werden als Sexagesi- 
malbrüche dargestellt. 
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Von grösserem mathematischen Interesse ist ein zahlen- 
theoretischer Satz, den Alchodschandi ungefähr um das 
Jahr 1000 fand, dass nämlich die Gleichung x^ + y^ =s^ 
sich nicht rational lösen lässt. 

Bei Alkarchi trifft man die von den Griechen her 
bekannten Summationen von 12-(-2? + 32-|---- und 
1^ + 2^ + 3^ + ... Mit dem Beweise für die erste kann 
er jedoch nicht fertig werden; er kennt also nicht den 
Beweis von Archimedes. Für die zweite giebt er da- 
gegen den Beweis, den wir anführten, als wir von der 
Bekanntschaft der Griechen mit diesem Satze sprachen 
(S. 245). Dagegen bedeutet es einen wirklichen Fort- 
schritt, wenn der bereits genannte Alkäschi die Reihe 
1* + 2* + 3* + . . . + r* summiert; als Summe giebt er an 

((1^ + 22 + . ..-fr^). 

3. Die Trigonometrie der Araber. 

Ein Gebiet, auf dem man den Arabern bei ihrem 
Vertrautsein mit griechischer Geometrie und indischer 
Rechenkunst umfassendere Fortschritte zu verdanken hat, 
ist die berechnende Geometrie oder die Trigonometrie, 
wie wir sie jetzt um so mehr nennen können, als die 
Araber wie die Inder Sinustafeln statt der Sehnentafeln 
des Ptolemäus benutzten. Da der Name sinus auch 
insofern indischen Ursprung hat, als er die richtige latei- 
nische Übersetzung eines arabischen Wortes ist, das durch 
Entstellung des indischen Wortes für sinus entstanden 
war, so können die Inder allerdings Veranlassung zu 
dieser Änderung gegeben haben, aber die Araber haben 
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finden wir bei Dschäbir ihn Aflah, bekannter unter 
dem Namen Geber, der im Uten Jahrhundert in 
Sevilla in Spanien lebte. Ihm gebührt zu gleicher 
Zeit die Ehre, die zu dem rechtwinkeligen sphärischen 
Dreieck gehörenden Formeln durch eine Relation zwischen 
zwei Winkeln und einer Seite ergänzt zu haben. Diese 
wird durch dieselbe Figur gefunden, die Pto lern aus 
benutzte, in der DEF ein grösster Kreis ist, der zum 
Pol den Scheitelpunkt des Winkels A in dem bei B 
rechtwinkeligen Dreieck ABC hat. Das gleichfalls recht- 
winkelige Dreieck DEC hat 
nämlich den Winkel C mit 
ABC gemeinsam, und DE = 
90« — A, CD= 90« — a woraus 
folgt , dass cos A = cosa sin C. 
Dieser Satz heisst der Geb ersehe. 
Geber ist der einzige West- 
araber, von dem zu sprechen 
wir Veranlassung haben. Von 
der westarabischen Mathematik, 
die sich am unmittelbarsten zu den europäischen Völker- 
sahaften verbreitete, wollen wir im übrigen nur bemerken, 
dass die arithmetisch-algebraische Behandlung sich bei 
ihr mehr als bei den ostarabischen Schriftstellern von den 
von den Griechen herrührenden geometrischen Formen 
befreite. Hiermit waren einige Erweiterungen in der Be- 
nutzung mathematischer Zeichen verbunden, beispielsweise 
die Einführung eines Zeichens für die Quadratwurzel. 
Die Ehrfurcht vor den griechischen Schriftstellern dauerte 
jedoch bei den Westarabern fort, so dass man durch 
diese in Europa die griechischen Schriftsteller kennen 
lernte, wenn auch bedeutend langsamer, als es geschehen 
wäre, wenn maü die Ostaraber zu Lehrern gehabt hätte. 
Dafür kam Rechnen, Arithmetik und Algebra in leichter 
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zugänglichen Formen nach Europa. Die höchste Vor- 
stellung von der Matkematik der Westaraber erhält man 
durch ihren ersten grossen europäischen Schüler Leo- 
nardo von Pisa: denn ein wie grosses mathematisches 
Genie er auch selbst sein mochte, der Umfang seiner 
Kenntnisse zeugt dennoch auch sowohl von der Tüchtig- 
keit seiner Lehrer, als auch von ihrem umfassenden 
Wissen und ihrer genauen Bekanntschaft mit der älteren 
arabischen und dadurch auch mit der griechischen 
Mathematik. 



4. Erstes Wiedererwachen der Mathematik 
in Europa. 

Es kann nicht unsere Absicht sein uns hier mit 
Einzelheiten in der bescheidenen Entwickelung zu be- 
schäftigen, die das von den Römern empfangene Rechnen 
auf dem Abacus in den Klöstern erfuhr, oder mit den 
Wegen, auf welchen andere Mittel des Rechnens und 
eine bessere Mathematik als die von den Römern über- 
lieferte von den Arabern her in Europa eindrang. Wenn 
wir jedoch nun den grössten europäischen Mathematiker 
des Mittelalters, Leonardo von Pisa, etwa 1200, be- 
sprechen wollen, so müssen wir, um ihm den rechten 
Hintergrund zu geben, bemhren, wie weit man zu seiner 
Zeit sonst in Europa gekommen war. Damals lagen 
Übersetzungen aus dem Arabischen vor von Rechenbüchern 
(«Algorithmen»), von einer Algebra mit Gleichungen vom 
ersten und zweiten Grade, ja von Euklids Elementen 
und Ptolemäus' Almagest; aber die einzelnen hand- 
schriftlichen Exemplare waren rein äusserlich nur äusserst 
wenigen zugänglich, und das wirkliche Eindringen in 
den Inhalt und das Vermögen ihn zu benutzen war bei 
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diesen gewiss auch sehr begrenzt. Das algorithmische, 
d. h. indische Rechnen war bereits damals im Begriff 
etwas Verbreitung in gelehrten Kreisen an mehreren 
Orten zu gewinnen, während andere das Rechnen auf 
dem Abacus benutzten, zu dessen Förderung einige Jahr- 
hunderte früher Gerbe rt, der spätere Papst Sylvester II 
beigetragen hatte, und bei dem man nun wohl meistens 
die Zahlzeichen auf die eingeteilten Kolumnen schrieb 
(S. 293). Der Unterschied zwischen den beiden Rechen- 
methoden bestand also darin, dass die algorithmische 
durch Benutzung des Zeichens die Einteilung in Kolumnen 
entbehren konnte. An die verschiedenen Rechenmethoden 
knüpften sich übrigens verschiedene Traditionen, darunter 
die für die Algorithmiker etwas herabsetzende, dass 
sie dauernd dem Muh am med ihn Müsä darin folgten, 
Verdoppelung und Halbierung als besondere Rechnungs- 
arten auszuscheiden. Dagegen hatten sie den Vorzug, 
dass sie nicht nur wie die Abacisten Quadratwurzeln, 
sondern auch Kubikwurzeln kannten. Die Algorithmiker 
benutzten Sexagesimalbrüche, während die Abacisten zum 
Teil fortfuhren die vom Müntzsystem der Römer stammende 
Zwölfteilung zu gebrauchen. 

Leonardo Fibonacci, das heisst Sohn des Bo- 
naccio, wie man ihn oft nach dem Beinamen seines 
Vaters nennt, stammt aus der wichtigen Handelsstadt 
Pisa, wo er fi-ühzeitig das Rechnen auf dem Abacus 
lernte. Auf Geschäfts- (oder vielleicht Dienst-) reisen 
besuchte er dann Ägypten, Syrien, Griechenland, Sicilien 
und die Provence, wobei er sich weiter in Rechenkunst 
und Mathematik ausbildete. Was er auf diese Weise 
lernte, das suchte er dem «lateinischen Volksstamine» 
durch sein umfangsreiche Werk Liber abaci zugänglich 
zu machen, in dem er mit überlegener Tüchtigkeit zahl- 
reiche Beispiele so zu sagen für alles Rechnen giebt und 
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der Ganzen bereits gefunden ist, durch die Regel der 
zwei falschen Ansätze bestimmt. Ist ya 4- r die gesuchte 
Kubikwurzel und sind a die darin enthaltenen Ganzen, 



so wird der Näherungswert a -|- - — ^ . ,., r—^- 

Sa^ + öa + l 

Leonardos Darstellung ist im Liher ahaci durchweg 
von wirklichen Beweisen in geometrischer Form begleitet. 
Dasselbe ist der Fall mit seiner Practica geomeirica, die 
unter anderem auch Anzüge aus den damals äusserst 
wenig bekannten stereometrischen Büchern Euklids ent- 
hält. Seine Beweise sind oft verschieden von denjenigen 
Euklids. Dadurch dass er überhaupt Beweise giebt, 
weicht er nicht nur von den geometrischen Arbeiten ab, 
die damals in Europa entstanden, sondern auch von vielen 
arabischen Schriftstellern. 

In den hier genannten Schriften macht Leonardo in 
klarer Form, die selbstständige Aneignung und freie Be- 
handlung verrät, die wichtigsten vorher bekannten arith- 
metischen, algebraischen und elementar geometrischen 
Sätze zugänglicher als sie durch tJbersetzung werden 
würden, und erläutert namenlich die ersten durch zahl- 
reiche Beispiele. Sein eigenes Vermögen bedeutende 
Schwierigkeiten zu überwinden tritt dagegen am besten 
hervor in seinen Lösungen von einigen Aufgaben, die 
ihm in Gegenwart Kaiser Friedrichs 11 vom Philosophen 
des Kaisers, Magister Johannes von Palermo, gestellt - 
wurden. Die eine von diesen lief darauf hinaus eine 
Quadratzahl zu finden, die, um die Zahl 5 vermehrt oder 
vermindert, neue Quadratzahlen giebt, oder die Gleichungen 

rational zu lösen, wenn a = b. Die Gleichungen (1) waren 
früher von arabischen Mathematikern behandelt worden, 



4. Erstes Wiedererwachen der Mathematik in Europa. 319 

und diese hatten gefunden, dass sowohl x^ -{- a wie 
a?2 — a Quadratzahlen sind, wenn 

Diese Resultate ergeben sich übrigens leicht ausDiophants 
gewöhnlicher Behandlung von «doppelten Gleichungen» 
(S. 251 ; siehe auch die erste Aufgabe S. 254) in Verbin- 
dung mit Euklids Bestimmung von rationalen rechtwinke- 
ligen Dreiecken. Leonardo gelangt auf einem etwas ver- 
schiedenen Wege zu demselben Resultat, indem er den 
Satz benutzt, dass die Quadratzahlen Summen der ersten 
ungeraden Zahlen sind. 

Demnächst kommt es darauf an m und n so zu 
bestimmen, dass 

4mn{m^ — n^) 

einen gegebenen Wert erhält, im vorliegenden Falle 5. 
Leonardo beweist zuerst, dass Zahlen von dieser Form, 
wenn m und n ganze Zahlen bedeuten, durch 24 teilbar 
sind. Um womöglich Gleichungen zu erhalten, die sich 
in ganzen Zahlen lösen lassen, muss man also die gegebenen 
Gleichungen mit einem solchen Quadrat multiplicieren, 
dass das neue a durch 24 teilbar wird. Leonardo 
multipliciert mit 12^ und findet, dass 

5 . 12« = 4 . 5 . 4 (5 + 4) (5 — 4), 

wonach 41^ + 5 . 12^ Quadratzahlen werden. Die gesuchten 
Quadrate findet man dann durch Division mit 12^; es 



'^^(W' (sy "°^(ii)' 



In seiner sehr allgemein angelegten Untersuchung 
findet Leonardo Gelegenheit eine allgemeine Bestimmung 
von der Summe der ersten ungeraden Quadratzahlen bis 
zu einer gewisöen Grenze hinauf zu geben. Leonardos 
Lösung bringt also mehr als wonach er gefragt ist. 
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Eine andere der gestellten Aufgaben verlangt a? aus 
der Gleichung 

ao8 + 2a?2-f 10a?=20 

zu bestimmen. Leonardo findet zuerst, dass x zwischen 
1 und 2 liegt, also keine ganze Zahl sein kann. Darauf 
weist er nach, dass x kein rationaler Bruch sein kann, 
und auch keine von den irrationalen Grössen, die Eu- 
klid in seinem lOten Buche aufstellt. Den Inhalt dieses 
schwierigen Buches, das er studierte um darin eben 
möglicherweise Formen für exakte Ausdrücke für die 
Wurzeln der vorgelegten Gleichung zu finden, hat Leo- 
nardo vollkommen richtig verstanden, wenn er auch, wie 
er sagt, Zahlen an die Stelle der in geometrischer Form 
dargestellten allgemeinen Grössen setzt. 

Da die Wurzel nun keine Grösse von bekannter 
Form ist, so muss Leonardo sich damit begnügen einen 
Näherungswert zu suchen. Diesen drückt er in Sexagesi- 
malbrüchen aus und findet 

a?= 1« 22' 7" 42'" 33^^ 4^ 40 ^^ 

ein Resultat, das nur etwa um 1^^^ zu gros ist. Leo- 
nardo sagt nicht wie er es gefunden hat. Gewiss ist er 
auch keiner bestimmten vorgeschriebenen Methode gefolgt, 
sondern er hat — wie es ein geübter Rechner heutzutage 
auch thun würde — nach und nach die Korrektionen zu 
den bereits gefundenen Werten geprüft, die bei Berück- 
sichtigung aller vorliegenden Umstände für die zweck- 
mässigsten angesehen werden mussten. Um solche Ver- 
suchswerte zu finden, hat er die Regel der zwei falsclien 
Ansätze besessen, die er, wie aus seinen Berechnungen 
von Kubikwurzeln hervorgeht, als Interpolation zu benutzen 
verstand. Als guter Rechner hat er übrigens auch ver- 
standen den Nennern in den durch diese Methode be- 
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Dass Leonardo von Pisa in klarer Weise das Wich- | 

tigste und Zugänglichste der damals bei den Arabern vor- 
liegenden Mathematik dargestellt hatte, bedeutete indessen : 
nicht zugleich auch, dass die Mathematik nun in den 
Besitz derjenigen gebracht war, die sich danach in Europa 
mit dieser Wissenschaft beschäftigten. Die Buchdrucker- 
kunst existierte nicht, und zwischen den Bearbeitern des 
Faches gab es keinen so lebhaften Verkehr wie ehemals 
zwischen den weit zerstreuten Griechen. Der damalige 
gelehrte Stand, die Geistlichkeit, namentlich gewisse 
Mönchsorden, und dann die aus diesen Kreisen allmählich 
entstehenden Universitäten dehnten allerdings ihre Ver- 
bindungen über die Länder hin aus, aber dieser Stand 
scheint lange Zeit hindurch nicht von dem beeinflusst 
worden zu sein, was in italienischen Kaufmannskreisen 
entstanden war, deren Verbindung mit dem ketzerischen 
Kaiser Friedrich überdies kaum eine Empfehlung sein 
konnte. 

Wenn wir hier von gelehrten Kreisen und Universi- 
täten gesprochen haben, so darf man dabei nicht an 
solche Bildungsanstalten denken, in denen z. B. immer 
in etwas Mathematik unterrichtet wurde. Allerdings gab ' 

es bei den Universitäten eine <i^ Facultas artium^, an der 
die erforderliche Vorbildung für andere Studien mitgeteilt m 
wurde, aber diese beschränkte sich in der Regel auf das 
^Trivium'» (woher das Wort «triviell»), das Grammatik, 
Rhetorik und Dialektik umfasste, und vernachlässigte das i 

« Quadrivium» , das Arithmetik, Musik, Geometrie und j 

Astronomie enthielt. Selbst wo man dieses mitnahm, | 

beschränkte sich die Arithmetik auf ein wenig Rechnen, 
die Geometrie auf eine gewisse äusserst dürftige Durch- 
nahme einiger Bücher von Euklid, über den man noch 
lange so wenig genau unterrichtet war, dass einige glaubten, 
seine Elemente wären ursprünglich arabisch geschrieben. 
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während andere meinten, dass er nur die Sätze, und der 
griechische Herausgeber Theo n die Beweise geliefert habe. 

Indessen gingen aus diesen Kreisen dann und wann 
Männer hervor, die sich mit Mathematik beschäftigten. 
Dann aber holten sie sich, wie schon gesagt, ihre Gelehr- 
samkeit nicht bei Leonardo von Pisa, sondern in einer 
Arithmetik und Algebra (De numeris datis) seines Zeit- 
genossen Jordanus Nemorarius, eines höchst ange- 
sehenen Mitgliedes des Dominikanerordens, dessen Ordens- 
general mit dem Hauptsitz in Paris er wurde. Seine 
Arbeit hatte und verbreitete solche Vorzüge und Mängel, 
wie wir sie den Algorithmikern beigelegt haben. Zu 
diesen fügte er selbst den wesentlichen Vorzug hinzu, 
überall willkürliche Zahlen durch Buchstaben dar- 
zustellen, jedoch so, dass sie in den Wortverbindungen 
des Textes genannt und nicht zu einer Buchstabenrech- 
nung zusammengestellt werden. Er hat ferner eine geo- 
metrische Arbeit über Dreiecke geschrieben, in der er 
auf der Grundlage von Euklids Elementen verschiedene 
selbständige geometrische Untersuchungen vornimmt. 

Wenn nun auch namentlich die hier erwähnte 
Arithmetik und Algebra bedeutend hinter Leonardos 
Liher abaci zurücksteht, so beweist sie andererseits doch, 
dass man sich auch in den gelehrten Kreisen mit der 
Aneignung und einer selbständigen Bearbeitung der 
Mathematik beschäftigte. Diese Beschäftigung wurde an 
vielen Orten fortgesetzt. Mit ihr verbanden sich fortge- 
setzte Übersetzungen aus dem Arabischen, später auch 
aus dem Griechischen. Lenardos Schriften waren wohl 
auch von einigem Einfluss, teils in Norditalien selbst, wo 
300 Jahre später eine neue schöpferische Mathematik 
sich Bahn brach, teils an anderen Orten, wo sich während 
des genannten Zeitraumes allmählich auch Fortschritte 
zeigten. Wir wollen hier jedoch nicht dieser Entwicke- 

21» 
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lung genauer nachgehen, sondern nur einzelne Beispiele 
für wirkliche Fortschritte anführen. 

Da haben wir denn aus dem 14ten Jahrhundert 
zwei Arbeiten des Franzosen Nicole Oresme zu nennen. 
Die eine ist sein Tractatus de latiiudinibus formarum. 
Auf die Ebene übertragen bedeuten hier die Worte Länge 
und Breite dasselbe wie sonst auf der Kugel, also recht- 
winkelige Koordinaten. Diese Benennungen werden be- 
sonders dadurch verständlich, dass die Koordinaten inner- 
halb eines Rechtecks abgetragen werden, das seine 
grösste Ausdehnung in der Richtung der Abscissen (der 
Länge) hat. In dieser Figur wird die verschiedene Stärke 
einer veränderlichen Naturerscheinung, z. B. der Wärme, 
durch die Ordinaten (Breiten) mit den entsprechenden 
Zeiten als Abscissen (Längen) dargestellt. Auf diese 
Weise erhält man eine graphische Darstellung von den 
Variationen der Wärme in der Zeit durch eine Kurve, 
und es verdient bemerkt zu werden, dass schon Oresme 
beobachtet hat, dass die Variation am schwächsten in 
der Nähe der Maxima und Minima ist. Man sieht, dass 
die Anwendung von Koordinaten bei Oresme von anderer 
Natur ist als bei den alten Griechen, auf die er jedoch 
hinzuweisen scheint, von deren exakter, geometrisch- 
algebraischer Benutzung von Koordinaten zum Studieren 
der Kegelschnitte und zur Lösung von Aufgaben er aber 
kaum, weder direkt noch durch die Araber, irgend welche 
eingehende Kenntnis gehabt haben kann. 

Aus dem zweiten Buche von Oresme, das den Titel 
Algorismus proportionum, führt, wollen wir namentlich 
die Einführung von Potenzen mit gebrochenen Ex- 
ponenten erwähnen und die einfachsten Regeln für das 
Rechnen mit diesen. Oresme gebraucht auch eine be- 
sondere Bezeichnung für Potenzen. 4^4 schreibt er etwa 
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metik und Algebra des löten Jahrhunderts dienen soll, 
führt den Titel ^Triparty en la science des nomhres'». Um 
zunächst bei demselben Gegenstand zu bleiben, den wir 
bei Oresme getroffen haben, so treten gebrochene Elxpo- 
nenten indirekt in einzelnen Aufgaben auf, z. B. in der 
folgenden: Ein Mann reist den ersten Tag 1 Meile, den 
zweiten 3, den dritten 9, u. s. w., wie weit ist er in 5^ 
Tagen gereist? Chuquet giebt in der That die Lösung, 
die man erhält, wenn man voraussetzt, dass die Geschwin- 
digkeit kontinuierlich zunimmt nach demselben Gesetze 
wie von einem Tage zum anderen. In einer Aufgabe 
wird geradezu nach einem Exponenten, also nach einem 
Logarithmus gefragt: Ein Gefäss hat einen Spalt, durch 
den tägtich ^^ vom Inhalt des Gefässes entleert wird; 
nach Verlauf von wie viel Tagen wird die Hälfte des In- 
haltes geleert sein? Die Lösung ß^^^^i^ ist diejenige, 
die durch einfache Interpolation gefunden wird oder durch 
Anwendung der zwei falschen Ansätze auf die Versuchs- 
werte 6 und 7. Chuquet selbst ist mit dieser Annähe- 
rung nicht zufrieden. An einer Stelle kommt er sogar 
dazu, formell eine Hauptregel für das Rechnen mit Loga- 
rithmen zu geben, indem er eine Reihe von Potenzen der 
Zahl 2 nebst den zugehörigen Exponenten aufstellt und 
bemerkt, dass das Produkt von zwei Zahlen der ersten 
Reihe diejenige Zahl derselben Reihe ist, die der Summe 
der zu den Faktoren gehörenden Exponenten entspricht. 
Wenn Chuquet sein Verständnis von gebrochenen 
Exponenten nur indirekt zeigt, so treten der Exponent 
und negative Exponenten in seinen Bezeichnungen 
bestimmt hervor. Bereits Diophant hatte, wie wir 
gesehen haben, besondere Bezeichnungen für jede von 
den Grössen 
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braucht er für die Bildung neuer Versuchswerte für die 

genauere Lösung einer Gleichung, die eine zwischen -=-^ 

und T^ ligende Wurzel hat. 

Solche Fortschritte wie die hier erwähnten treffen 
wir nicht in einem Buche, das von Chuquets Zeit- 
genossen Luca Paciuolo herrührt, 1494 in Venedig 
gedruckt wurde und den Titel Summa de Arithmeiicu 
Geometria Proportioni et Proportionalita führt. Dieses 
Buch bringt im wesentlichen nur das, was früher schon 
zustande gebracht war, und vieles ist nicht so klar und 
genau dargestellt wie früher beispielsweise von Leonardo 
von Pisa; aber das Gebrachte ist nach grossem Maass- 
stabe angelegt und auf zahlreiche theoretische und prak- 
tische Beispiele angewandt. Die Hauptsache aber ist, 
dass dieses gedruckte Buch verbreitet wurde und in 
den Händen der verschiedenen Männer war, die in der 
nächsten Zeit namentlich die Algebra weiterführen sollten. 
Diese erhielten so einen gemeinsamen Ausgangspunkt 
und dadurch ein gutes Mittel sich gegenseitig zu verstehen 
und zusammenzuarbeiten. 

Während wir hier auf dem Gebiete der Arithmetik 
und Algebra im wesentlichen nur Vorbereitungen auf die 
grossen Fortschritte sehen, die die nächstfolgende Zeit 
bringen sollte, so treffen wir noch in der hier besprochenen 
Zeit einen Mann, der auf einem anderen Gebiete selbst 
mit thätig ist, um solche Fortschritte hervorzubringen, 
die im Gegensatz zu denjenigen von Chuquet bleibende 
Bedeutung erhielten. Das ist der Deutsche Johannes 
Müller, gewöhnlich Regiomontanus genannt. Er ist 
1436 geboren und war ein Schüler von Peurbach, 
Professor in Wien, der sich grosse Verdienste um die 
Einführung der Trigonometrie des Ptolemäus und der 
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danken, ein solches eigentlich trigonometrisches Werk 
auszuarbeiten, führt Regiomontanus mit gewohnter 
Pietät gegen Peurbach auf diesen seinen Lehrer zurück. 
Sein Buch führt den Titel: De triangulis omnimodis 
lihri quinque. Hierin werden nicht nur, wie bei den 
früheren Schriftstellern, die rechtwinkeligen Dreiecke be- 
handelt, aus denen die übrigen sich allerdings zusammen- 
setzen lassen, sondern sowohl in der Ebene wie auf der 
Kugel wird die Beantwortung mancher Fragen, die das 
schiefwinkelige Dreieck betreffen, durchgeführt. So hat 
Regiomontanus auf der Kugel gezeigt, wie die Seiten 
eines Dreiecks die Winkel bestinamen und umgekehrt. 

Die drei Jahrhunderte, die auf Leonardo von Pisa 
folgten, waren hauptsächlich dazu benutzt worden den 
Kenntnissen und Fertigkeiten, in deren Besitz er sich 
bereits befand, eine so allgemeine Verbreitung zu geben, 
dass sie den Ausgangspunkt für eine neue Entwickelung 
bilden konnten. Diese Grundlage würde dadurch ver- 
stärkt, dass man nun direkte Kenntnis von den Schrift- 
stellern des Altertums besass, denen man sie hauptsächlich 
verdankte, nämlich von Euklid und zum Teil von Pto- 
lemäus, und dass man gleichzeitig begonnen hatte eine 
vorläufige Bekanntschaft mit den Schriftstellern zu machen, 
die während der folgenden Entwickelung die Führung 
übernehmen sollten: mit Archimedes, ApoUonius 
und Di op haut. Eine wirklich neue Entwickelung war 
durch Regiomontanus auf dem Gebiete der Trigono- 
metrie begonnen worden. Von den technischen Hülfs- 
mitteln, welche die Algebra benutzen sollte, kannte man 
allgemeine Zeichen für -|- und — , nämlich p und m, 
und einige andere. Chuquets mehr entwickelte Zeichen- 
sprache zeigte, wenn sie auch nicht in allgemeinen Ge^ 
brauch kam, dass man imstande war sich die Mittel der 
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Das mag bereits hier am Ende unserer Schilderung 
von der Geschichte der Mathematik im Altertum und 
Mittelalter gesagt werden. Man wird dann verstehen, dass 
der Grund, weshalb wir solange namentlich bei der 
Mathematik des griechischen Altertums verweilt haben, 
nicht nur das grosse Interesse ist, das diese an und für 
sich beansprucht als Glied in der Menge von Kenntnissen, 
die man nun am Schlüsse des Mittelalters gewonnen 
hatte, sondern zugleich der Umstand, dass sie die Quelle 
ist, aus der man danach fortfuhr reiche Anregung zu 
schöpfen zu einer Zeit, wo man gelernt hatte diesen An- 
regungen nachzugehen und so etwas wirklich Neues her- 
vorzubringen. 
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Namen*- und Sachregister. 



Bemerkung. Bei den häufiger vorkommende Namen und Be- 
griffen ist immer nur auf die Seiten verwiesen, auf denen genauere 
Mitteilungen zu finden sind. Auch sind mehrmals Seiten zusammen- 
gezogen, wo solche Mitteilungen nur hin und wieder vorkommen. 
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58, 62. 
Rächet de M^ziriac 255. 
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Elemente des Euklid lOtes Buch 

41, 109, 158-161, 164, 167, 320, 
Elemente des Euklid Utes Buch 

109, 126. 130, 161-163. 
Elemente des Euklid 12tes Buch 

109, 163, 166-173, 180, 232. 
Elemente des Euklid 13tes Buch 

109, 163-165. 
Elemente des Euklid, 14tes und 

15tes Buch 108, 113, 165—166. 
Elimination 249. 
ElHpse 183, 191-207. 
Ellipsoide 183, 219. 
Eratosthenes 24, 27, 28, 87, 

227, 232, 243. 



336 



Eudemus 22, 32—34, 39, 72, 73. 
Eudoxus 20, 21, 28, 37, 69, 70, 

78, 86-89, 108-110, 140, 141, 

166, 177, 224, 226, 236. 
Euklid 25—26 und zerstreut im 

ganzen Buche. 
Eutokius 186, :-i09. 
Evolute 221. 
Exhaustionsbeweis 69, 78, 110, 

111, 141, 166-188. 228. 
Exponenten 325—327. 

Facultas artium 322. 
Fehlschlüsse von Euklid 26, 111. 
Fermat 174, 258. 
Fingerrechnung 265. 
Flächenanlegung 35, 37, 39, 45, 

46, 51, 52, 150, 
154, 204. 

— elliptische, 45, 

47, 98, 104. 

— hyperbolische 
45, 49, 52. 

— krumme, 176, 
184, 237. 

Flächensatz 206, 208. 
Flächenschnitt 27, 210. 
Friedrich II, Kaiser 318, 322. 
Fünfeck, regelmässiges 6, 36, 52, 

108, 109, 164. 
Fünfzehneck, regelm. 108. 

Geber (Dschabir ihn Aflah) 314. 
Geodäsie 25, 29. 
Geographie 25, 28. 
Geometrie, analytische, 94, 106, 
202,205,214,238,331. 
— berechnende, 221 — 

232, 241. 



Geometrie, nicht euklidische 135, 
139. 
— projektivische 26, 134, 
135. 
^— des Raumes 86, 237. 
*— sphärische 232—235. 
Gerade 118-126, 131-136. 
Gerbert 316. 
Gesellschaftsrechnung 275. 
Gleichgewicht, Lehre davon bei 
Archimedes 26, 177, 187—191. 
331. 
Gleichung, die doppelte des Dio- 

phant 251, 319 
Gleichungen 1. Grades, 10, 44, 
153, 275, 300, 317. 

— 1. Grades, unbe- 

stimmte, 255, 281 
—283. 317. 

— 2. Grades. 35-37, 

47—53. 97, 107, 
148-154.205,215, 
280, 281, 296, 300, 
301, 304, 318. 

— 2. Grades, nume- 

rische , 54—64, 
222, 242, 257. 

— 2. Grades, reine 52. 

— 2. Grades, unbe- 

stimmte 41, 54, 
59, 60, 242, 243, 
249-258, 283- 
286, 303, 317- 
319 

— 3. Grades, 82, 185, 

212, 216—219, 
307 — 310, 330, 
331. 

— 4. Grades, 216. 

— diophantische 255 
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Gnomon 41—4-9, 98, 99, 113, 245. 

Grade 12, 28. 

GradmessuDg 25, 227, 298. 

Grössen, inkommensurable und ir- 
rationale 34—39, 44, 53— 
62, 69, 70, 110, 111, 141, 
158—161, 250-256, 279, 
305—307, 320. 

— kommensurable 37, 64, 
155-159. 

— negative 38, 280, 327. 
Grössenbegriflf 127, 128. 
Guldin 237. 

Halbierung 298. 

Harpedonapten 12, 259. 

Harun Arraschid 295. 

Hau-Rechnung 10. 

Hebel 187, 188. 

Hermotimus 106. 

Hero 30, 61, 62, 222, 223, 287, 

293, 296. 
Hiero 26. 
Hipparch 28, 29, 230, 230, 283, 

234, 288, 296, 300. 
Hippias 17, 76. 
Hippokrates von Chios 17, 22, 

71-74, 80, 84, 105. 
Hippopede 236. 

Höhenmessung durch Schatten 33. 
Hülfsmittel, analytische 105—108. 
Hülfssätze, des Pappus 211, 238. 
Hydrostatik 190. 
Hyperbel 87, 191-207, 218—221. 

— koiyugierte 208, 211. 
Hyperbeläste 209, 211, 218. 
Hyperboloide 183, 219. 
Hypsikles 27, 108, 165. 

Jahrhundert, Btes v. Chr. 15, 32, 34. 



Jahrhundert, 5tes, 15—17, 34, 45, 
67, 70, 72, 79, 82, 
88. 

— 4tes, 18—23. 
Ikosaeder 36. 
Infinitesimalrechnung 331. 
Infinitesimaluntersuchung 63 — 70, 

141, 166-187, 331. 
Inhalt einer krummen Fläche 176, 

184, 237. 
Integral, bestimmtes 173, 175. 
Integrationen 181, 183, 189, 221. 
Interpolation 231, 275, 307, 313, 

320, 326. 
Involution 215, 216. 
Johannes von Palermo 318, 

321. 
Jordanus Nemorarius 323. 
Irrrationalität, s. Grössen, irrat. 

— doppelte 57, 161, 

165, 279! 

Kegel 68. 

Kegelschnitte 18, 26, 27, 53, 81, 
82, 87, 178, 186, 
191-121, 237, 308, 
309, 331. 

— ähnliche 211. 
Kettenbrüche 60, 281, 282. 
Kleinasien 15, 22. 
Kolumnen 266, 267, 293, 316. 
Kombinationen 287. 
Konchoide 82, 236. 
Kongruenz 113, 128-131, 136. 
Konklusion 101, 103. 
Konoide 26, 181, 183, 184, 195. 
Konstantinopel 292. 
Konstruktionen 5, 6, 12, 70—80, 

88-91, 96-103, 120, 121, 
162-165, 200, 217. 
22 
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Konstraktionsmittel 81. 
Konturen, geschlossene 133—139. 
Konvergenz 173—176. 
Koordinaten, rechtwinkelige 5, 324. 

— sphärische 232. 
Koppernikus 28. 
Körper, platonische 20. 

— die auf e. Flüssigkeit 
schwimmen, 26. 
Kreis 118—125, 134. 
Kreisfunktionen 78. 
Kreismessung 26, 227. 
Kreisschnitte am Kegel 196, 233. 
Kubikwurzeln 83, 86, 275, 305— 

308, 316, 317. 
Kubikzahlen 13, 43, 62, 244, 287. 
Kugel und Cylinder 26, 216, 219, 

309. 
Kugeloberfläche 184, 186, 237. 
Kugelteilung 185, 216, 218, 308. 
Kurven, spirische 236. 
Kyzikos 20, 21. 



Lagrange 114, 286. 
Landmesser, ägyptische 222. 

— römische 9, 11, 53, 

293. 
Landmessung 29, 30, 222. 
Länge einer krummen Linie 176. 
Länge von Orten 227, 232. 
Latitudinibus, de, 324. 
Legendre 136, 137. 
Leibniz 174. 
Lehrgebäude, synthetisches 108, 

114. 
Lemniskate 236. 
Leon 105. 

Leonardo (Fibonacci) von 
' Pisa 315—323, 328. 



Liher ahaci des Leonardo 316— 

318, 322. 
LUftvati 260, 275-279. 
Lineal 75, 80, 81, 97, 120, 198. 
Lobatschewsky 139. 
Logarithmen 325, 326, 331. 
Logistik, 29, 241. 

M a a s s , grösstes gemeinschaft- 
üches 55, 56, 156, 159, 282. 

Maxima 100, 186, 211, 217, 324. 

Mechanik 6, 29, 190. 

Mehrdeutigkeit 100, 101. 

Menächmus 21, 87—90, 191— 
193, 197—199. 

Menelaus 29, 230, 234, 813. 

Methode, analytische 92—104, 
106. 

— apagogische 92. 

— cyklische 285. 
Minima 100, 211, 217, 324. 
Minuszeichen 248, 327, 330. 
Mischungsrechnung 191 — 276. 
Mittel, arithmetisches 148. 

— geometrisches (siehe mittl.) 
Proportionale). 
Möglichkeitsbedingungen 91, 96. 
Möndchen des Hippokrates 72 — 74. 
Muhammed ihn Müsä AI- 

chwarizmi 298, 301, 316. 
Müller, Joh. (Regiomontanus) 

328. 
Multiplikation, Fourlersche 274. 
Musik 36. 
Museum 24. 

Näherungsformeln 30, 288. 
Näkerungswerte 54, 56, 229, 276, 

281, 282, 288, 307, 310, 320, 

321. 
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Neunerprobe 298. 
Newton 174, 321. 
Nikomachus 32, 43, 236, 244, 

293. 
Nikomedes 27, 82, 88. 
Normale 200, 216, 220, 221. 
Null 262, 266, 271, 272, 316, 317. 

Oberflächenörter 26. 
•Omar 295. 

•Omar Alchaijämi 306. 
Optik 26. 

Oresme, Nicole 324, 325, 326. 
Ort zu drei Geraden 213, 214. 
— - vier — 213 — 215, 

237. 
Örter, ebene 106, 212. 

— geometrische 86, 94, 97, 

106, 117, 198, 206, 212. 

— räumliche 27, 128, 200, 212. 
Oströmer 292. 

Paciuolo, Luca 328. 
Pappus 31, 153, 166, 211, 216, 

237—239. 
Parabel 87, 191, 195, 197, 204, 

207, 218-220. 
Parabelsegment 171, 173, 189 
Paraboloide 183, 190. 
Parameter 193, 194. 
Pentagramm 35. 
Periode, astronomische, 282. 
Peripheriewinkel auf d. Halbkreis32. 
Permutationen 276. 
Perseus 27, 236. 
Perspektive 26. 
Peurbach 328, 329, 330. 
Phaenomena 26. 
Philosophie, Philosophen 17—25, 

65, 88. 



7t 12, 76, 226-229, 288, 301. 

Planetarium 191. 

Plato 16-21, 35, 41, 57. 68, 87, 

88, 92, 97, 224. 
Platoniker 88, 89. 
Pluszeichen 327, 330. 
Polare 208. 

Polyeder, halbreguläre, 26, 166. 
— reguläre, 19, 27, 34, 36, 
110-113, 161-166. 
Polygonalzahlen 32, 43, 242, 244. 
Polygone, reguläre, 69, 108, 109, 

164, 224—227. 
Porismen 26, 215, 234. 
Positionssystem 262, 266, 270- 

273, 298, 301, 317. 
Postulatell2, 115—126, 132—139, 

162, 176, 177, 192. 
Potenz eines Punktes 52, 109. 
Potenzen 146, 158, 248, 264, 305, 

306. 324, 327. 
Potenzsätze 197, 199, 208, 214. 
Practica geometrica des Leonardo 

218. 
Primzahlen 156, 158, 243. 

— relative 156, 157. 

Problem, delisches 83, 84, 191, 

197. 
Probleme 88-91, 99, 102, 103, 

104, 106, 111, 112, 120, 122. 
Produkt, 40, 44, 145, 146. 
Projektion, stereographische 2.33. 
Proportionalen, zwei mittlere, 84, 

87, 88, 91, 97, 146, 191, 192, 

195. 
Proportionen 37, 50 52, 77, 84, 
108-110,128,139- 
156, 302, 306, 325. 

— arithmetische 35. 

— fortlaufende 146, 158. 

22» 
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Proportionen, geometrische, 35. 

— harmonische, 35. 
Protase, 98, 99, 101. 
Ptolemäer 24, 31. 
Ptolemäus 29, 62, 229—235, 261, 

287, 288, 295, 312-315, 321, 

328—330. 
Ptolemäus Lagi 23. 
Pyramidalzahl 44, 243, 244. 
Pyramide 163, 169-171, 173. 
Pythagoras 16, 34, 36, 39, 41, 64. 
Pythagoreer, 17, 18, 32—39, 42, 

51, 64, 65, 242, 244, 311. 
Pythagoreischer Lehrsatz, 35, 37, 

47-53, 59, 109, 113, 153. 

Quadratur des Kreises 69—78, 91, 
228. 

— der Möndchen 72, 74. 

— der Parabel 26—178. 
Quadratrix 76-79, 91, 226, 237. 
Quadrattafeln 13, 62, 274. 
Qvadratwurzel 51, 54—64, 110, 

227—230, 275, 280, 305-307, 
314, 316, 317. 

Quadratzahlen 13, 40—43, 71, 182, 
249-255, 286, 287, 312, 318, 
319. 

Quadrivium 322. 

Quotientenreihe, s. Reihen, geo- 
metrische. 

Raumkurve 85, 86. 
Rechenbrett 58, 265, 293. 
Rechenbuch 10, 315. 
Rechenkunst, arabische, 298. 

— griechische 29, 57, 
58, 294. 

— indische, 259—261, 



272— 274,290— 3Q3, 
316, 317. 
Rechenmaschinen 265. 
Rechenpfennige 265—267. 
Rechentafeln 273. 
Regel des falschen Ansatzes 11, 

247, 275, 277, 317. 
Regel der zwei falschen Ansätze 

275, 307, 317, 318, 320, 326. 
Regel der Umkehrung 276, 277, 

317. 
Regiomontanus (J. Müller) 328, 
!• 329, 330. 
Regula de tri 222, 275, 277, 278, 

302. 
Reihen, arithmetische 10, 36, 42 — 
44, 182, 276, 317. 

— geometrische, 10, 67, 146, 
147, 158. 317,. 

— unendliche 171— 175, 181. 
Reihen von Quadratzahlen 182, 

287, 312. 
Reihen von Kubikzahlen, 244, 287, 

312. 
Reihen von Biquadraten 312. 
Resolution 99, 100, 101, 102, 107. 
Römer 31, 244, 265-269, 292, 

295, 315, 316. 

Sammlungen, mathem. d. Pappus 

31. 
Sandrechnung d. Archimedes 26, 

58, 264, 270. 
Sanskrit 259. 

Satz des Ptolemäus 230, 231. 
Schnitt, bestimmter 27, 215. 
Schnitte am Kegel 196. 
Schnittpunkte zw. zwei Kegel- 
schnitten 211. 
— zw. Kreis und Ge- 
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rade etc. 121, 126, 

135. 
Schraubenfläche 237. 
Schule, akademische 20. 

— alexandrinische 15, 21. 

— atomistische 67. 

— eleatische 66. 

— jonische 16. 

— peripatetische 20, 22. 
Schwerpunkt 178, 188, 189, 237. 
Sehnentafeln 62, 229—231, 287, 

288, 312. 
Sexagesimalbrüche 230, 310, 316, 

320, 321. 
Sexagesimalsystem 12, 13, 28, 

58, 62, 264. 
Simplicius 73. 
Sinustafeln 231, 287, 288, 312, 
. 313, 329. 
Sokrates 18, 19. 
Sophismen 66, 66. 
Sophisten 17, 23, 69, 70, 71. 
Sphäroide 26, 181, 183, 184, 196. 
Spirale, archimedische 26, 43, 78 
—80, 181-184. 

— sphärische 237. 
Stammbrüche 10. 
Stereometrie, elementare 110, 126, 

130, 161—166. 
Strecken, über inkommensurable 

etc. V. Demokrit 68. 
Subnormale 220. 
Substitutionen 251. 
Süditalien 15—22. 
Summation, siehe Reihen. 
Sürya Siddhftnta 260, 288. 
Symmetrie 130. 
Synthese 92-95, 100, 101, 106, 

114. 
Syrakus 26, 191. 



Tabellen 266, 274. 

Tangenten 184, 199, 202, 207, 209 

—211, 219. 
Tangententafel 313. 
Tannery, Paul 8, 73. 
Teilung der Figuren 26. 

— stelige 56, 109, 152, 164. 
Thftbit ihn Kurra 311. 
Thaies 15, 32, 33. 
Theätet 19, 67, 110, 158. 
Theon 323. 
Theoreme 88—91, 99, 102—106, 

111, 112. 
Transformation 98, 101—103, 107. 
triangulis omnimodis^ de 330. 
Trigonometrie 29, 223—232, 287, 
311-315, 328-330. 

— sphärische 232—236, 
314. 

Triparly en la science etc. 326. 
Trimum 322. 

Umkehrung 276, 277, 317. 
Unendliche, das; s. Infinitesimal- 
untersuchung. 
Unendlichkeit d. Zahlenreihe 68. 
Universitäten 322. 

Verdoppelung 298. 

- des Würfels 82-88, 
91. 

Verfall d. griech. Geometrie 235 

—241. 
Verhältnis s. Proportionen. 
— zusammengesetztes 
144—147, 238. 
Verhältnisschnitt 27, 210. 
Verlegungsaxiom 131—137. 
Vieta 82. 
V^aganita 260, 278. 
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Volumen 110, 183—186, 237. 
Vorgeschichte 1. 
Vorzeichen 218, 280. 
Voraussetzungen, geometrische, des 

Euklid 110-131. 
— der Geometrie 132 

-139. 

Wasserschnecke 191. 
Wertheim 247. 
Westaraber 314, 315. 
Winkel 36, 119, 223—227. 
Winkelsumme des Dreiecks 35, 

113, 136—138. 
Wulst 85, 236. 

Zahl als Princip der Dinge 36, 64. 
Zahlbenennung 263—274. 
Zahlbezeichnung 10, 57, 58, 262 

—274. 
Zahlen, ähnliche 40, 42, 43. 

— befreundete 36, 311. 

— cyklische 71. 

— ebene 40. 



Zahlen, ganze 37—40. 60, 64, 65, 
155, 255, 284—286. 

— gerade 42. 

— räumliche 43. 

— ungerade 41, 42. 

— vollkommene 36, 158, 242, 
311. 

Zahlen, über die, v. Demokrit 68. 
Zahlenrechnen 7, 30, 263—278, 

298. 
Zahlenspekulationen 13. 
Zahlentheorie 37, 158, 242, 243, 

255, 258, 278-287, 311, 312, 

331 
Zauberquadrate 311. 
Zehnersystem 263, 264. 
Zeichensprache, algebraische 247, 

248, 257, 281, 203, 324—327, 

330. 
Zeno 65, 66, 67, 71. 
Zinsrechnung 275, 3] 7. 
Zirkel und Lineal 75, 80, 81, 96, 

120, 198. 
Zwanzigersystem 263, 264. 
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